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1 CISELNE MNOZINY RESENI

Uzaviené ulohy

Uloha 1 1.1*
Cislice na misté jednotek Cisla 12001 «22001 «32001 . 42001 . 52001 je;

A0 B/2 Ccl/4 D/6 E/ 8

Uloha 2 1.3

Cena vyrobku ma byt upravena jednim z téchto zplsob:

1) Nejdfive ma byt zvySena 0 10% a potom snizena 0 10% zvySené ceny.
2) Nejdfive ma byt snizena 0 10% a potom zvySena O 10% sniZené ceny.
Ktery z obou zpdsobl je pro zakaznika vyhodnéjsi?

B/ Vyhodnéjsi je Gprava 2), cena bude snizena 0 2%.

C/ Obé Upravy jsou stejné vyhodné, cena bude sniZzena 0 1 %.

D/ Obé Gpravy jsou stejné nevyhodné, cena bude zvySena O 1 %.

Uloha 3 15
Je dano komplexni €islo 2= —1 + i. Argument Cisla 211 je:

Al i* B/ C/ 8k D/ §* E/ J*

Uloha 4 15

Jsou dana komplexni Cislaa = 7+ 5i, b= -2 - 3i. Vyraz o+ 6|2+ |a- ]2
mé& hodnotu:

A/ 174 B/5 + 2i c/2i D/75 E/2 +iy/2
Uloha 5 11
Vzestupné uspofadani Cisel 2800, 3600, 5400, 620 je:
A/ 6200 < 280 < 5400 < 360 b/ 280 < 620 < 3610 < 540
C/ 540 < 360 < 620 < 280 D/ 360D < 540 < 280 < 620
Uloha 6 24
A (ioi-s™i)-3 yryi_.
, : -—- ie rovno:

(251 *4s) ~

Al2i1 B/5.2" Cl/2v D/5-2i E/2¥

*oznaceni uvadéna nad Glohami odpovidaji jejich zarazeni k prislusné cilové kompetenci
atematickému okruhu dle Katalogu poZadavku ke spolecné Casti maturitni zkousky v roce
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Shirka uloh
8 Matematika

Uloha 7 1.4
Cslo N3+ d2)\/5—2/6 jc rovno:

A/5+ 2/6 B/ 1 C//5-/5-2/¢
D/ 7 E/ 5+ 4/6
Uloha 8 1.1

Nejmensi spole¢ny nasobek Cisel 18, 20, 24 a m je 720. Nejmensi Cislo m
splfiujici tuto podminku je:

Al 16 B/ 45 C/ 60 D/72 E /120
Uloha 9 1.5
Cislo 2 komplexné sdruzené k &islu
0i—15 1- 3i
. A=+ =(F+D =, 5
je rovno:
Al —4i B/4i C/-1+1 D/-1-1 E/f 14
Uloha 10 1.1

Necht' m. n jsou libovolna pFirozena Cisla, jejichz soucet je liché Cislo. Potom
je liché také dislo:
A/l rm—n B/ 2n+m C/ witi D/ (m —I)n E/ m2n

Uloha 11 1.3
Ve vysledku nasobeni

82 482,482 4 «37 537,537 5 = 309618927618309

nebyla vytiSténa desetinna ¢arka. Patfi mezi Cislice:
Al 8a9 B/ 9a?2 Cl/2a7 D/ 7a6 E/6al

Oteviené ulohy

Uloha 12 1.1
Ve vysledku nasobeni

333 333 333 » 123 456 789 = 41 152 26* 958 847 73*

jsou dvé Cislice nahrazeny hvézdi¢kami. Kterou €islici nahrazuje prvni hvéz-
dicka zleva?

au VOl 'B6'V8 ‘94 :JWs09



Uloha 13 1.1
a) Dokazte, Ze soucin libovolnych dvou po sobé jdoucich sudych Cisel je
délitelny osmi.

b) Dokazte, Ze soucin libovolnych tfi po sobé jdoucich sudych Cisel je déli-
telny Ctyficeti osmi.

Uloha 14 1.3

Cerpaci stanice zdraZila 11 nafty v druhé poloviné roku 2000 0 10 %. V lednu

roku 2001 zlevnila 11 nafty o 8%.

a) Zjistéte, zda byl 11nafty po 8% zlevnéni drazsi, nebo levnéjsi nez pred
10% zdrazenim. O kolik procent?

b) Vypoctéte rozdil cen po 10% zdrazeni a po nasledném 8% zlevnéni,
vite-li, Ze plivodni cena byla 25 K¢ za 11nafty.

c) O kolik procent by bylo tfeba cenu 11 nafty po 8% zlevnéni jeSté snizit,
aby klesla na hodnotu pfed 10% zdrazenim?

Uloha 15 1.1
Dokazte, ze pro kazdé pfirozené Cislo n je Cislo n3+ 5n délitelné Sesti.

Uloha 16 15

Jsou dana Cisla t = 3 —4i, u = 5i.

a) Sestavte normovanou kvadratickou rovnici s realnymi koeficienty, jejimz
jednim kofenem je Cislo t.

b) UrCete goniometricky tvar komplexniho Cisla u.

c) Rozhodnéte, zda Cislo p = I je komplexni jednotka.

Uloha 17 1.5

Je dano komplexni ¢islo z ——1—\/3i.

a) Prevedte Cislo z do goniometrického tvaru.

b) Vypoctéte z3 jednak pomoci binomické véty z daného algebraického
tvaru Cisla 2, jednak pomoci Moivreovy véty z goniometrického tvaru
Cisla z.

c) Necht A je obraz Cisla z a B obraz &isla z3 v Gaussov¢ roving Oxy.
Vypoctéte obsah trojuhelniku ABO.

d) Urcete komplexni Cislo, jehoZ obrazem v Gaussové roviné je t&8zisteé T
trojuhelniku ABO.

str. 57

str. 57

str. 58

str. 58

str. 58
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2 ALGEBRAICKE VYRAZY

Uzaviené ulohy

Uloha 18 2.1
Lesni Skolka tvaru obdélniku méa rozméry . p. ZmenSime-li rozmérm 0 10 %
a soucasné zvétSime rozmér p 0 20%. vyméra pozemku Skolky:

Al se zvétsi o 15% 13/ se zvétsi o 12,5% C/ se zvétSi 0 8%
D/ se zmensi 0 8% E/ se zmensi o 15%
(itohal9 -.-0)-1 , . 25
Hodnotavyraz u(--(f-z)- -------- L *X > pro x —4 je:
X-1—X~2
Al f B/ f C/ | d2 D/ |V2 E/ §
Uloha 20 2.3

Koeficient u x v mnohoclenu, ktery dostaneme umocnénim mnohoclenu
1—x + x2 na €tvrtou, je roven:

Al-4 B/ -2 C/-1 D/0 E/2
Uloha 21 1+ £ 1+ X v , w 2.2
boucet vvrazu ------- a v je pro vSechna nenulova realnd Cisla x, y

¢-ndsobkem jejich soucinu, kde:
Alk =y B/k =2 C/ k —x D/ k = xy E/k=1

Uloha 22 2.3
Pro vyraz X2 2 X

"XIV) —x2y2 t xy —x +yE—y
je hodnota soucinu V (3,2) *V (4, 2) rovna:
A/l B /| Cc/l D /f
E/ Cislu, které neni prvkem mnoziny {4,], 1, 4"}

>0, -
E’r’g)’k%izc% X %0 lze vyraz ! Zfl + 1£ —1 vyjadfit ve tvaru: 22
IX| —3x|

v ii*r b/|“X c/|+i
D /f E/ 3

GC5 T55 ¥15 V05 ‘H6l \081 duasay



Uloha 24 2.1 RESENI
Vyraz |—2+ \x —1|| je pro kazdé x < —1 roven:
Al —~x —1 B/ -x+1 Cla+1 D/ a—3 E/ -x +3

Uloha 25 2.1
MnohoClen x3—2x2y + 4xy —Sy2—x + 2y lze zapsat jako soucin dvou
mnohoélend, z nichZ jeden je roven:

Al x2+ 4y B/ 2xy + 1 Cl x24-4y —1
D/ar- 1 E/x +2y
Uloha 26 2.1
N + N
Vyraz 83 —lzar + Gx—1 je pro kazdé a 7=* roven:
2x- 1)2
A/l 0 B/ 4+ 2x C/2a: D/2a;+l E/ a2
Uloha 27 2.1
Zbytek pfi déleni mnoho€lenu (& + 2)10 jednoclenem x je roven:
A0 B/2 c/10 D/ 102 E/210
Uloha 28 ad —gt 2.3
a26-
Vyraz je roven:

Al °+ pokud o/ 0, &"0,a / i

a_

B/ g+_8 pokud a/ 0.670,07" —6
/ 0.b70,a ™—b

c/ A d0’ pokud a a

o N\ I\
D/ a¥6’ pokud a7 0,670,a b
E/ a, pokud Qy O, 7™0,a 7-—F
Uloha 29 21

Pravidelny jehlan ma ¢tvercovou podstavu. Délka podstavné hrany je a cm.
Vyska jehlanu je rovnéz acm. Zmensi-li se €islo a 0 x (0 < a < a), zmensi
se objem jehlanu o:

Al (3a2 + 3ax - x3) cm3 B/ (a—x)3cm3
C/ a2cm3 D/ | (3a2r - 3ax2+ x3) cm3

QGS V8¢ PAZ :Q9Z 'DIZ IVfZ
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Uloha 30 2.2
Vyrobek byl zdraZzen o p%. Ma-li cena vyrobku klesnout na plivodni ¢astku,
je tfeba cenu po zdraZeni sniZit o:

100
Al p % 0 9
p % B/ 0,5p% c/ 100 —p %
D/ 100 ¢ F/ 100p v
100+pA) E/100 " 'p
Uloha 31 2.1

Které z nasledujicich tvrzeni plati pro vSechna realna €isla x?
A/ Jestlize x<O0, potom x2 <x.

B/ Jestlize x>0, potom x2 >x.

C/ Jestlize x < —1, potom x2 <X.

D/ Jestlize x>1, potom x2 >Xx.

E/ Jestlize x<1, potom x2 <x.

Uloha 32 2.3
Upravou vyrazu /1+ vh i-"~\ 4@z+1)2
Vi - + i+
dostaneme pro kazdé x £ Rg —{1} vyraz:
All-x B/I+x C/x D/ \ E/4

Uloha 33 *3
Vyraz = --------- 7= Se rovna:
1+V2

Aln+vi+i b/ xft- x/2-1 c/~n+V2+i
D/"4-72 +1 E/N4+102-1
Uloha 34 2.3
Vyraz oy .
+

y yiy +y/v/\+V/\Y

\V4 7 V 2xsly )

[ X+ ydny Y y+vooyy 1

V22 vy 2x71 |

je pro libovolna x > 0, y > O roven:
Al yIxy B/ + Clylx +yly

D/xy(vix + vly) E/ X7

VhO ‘VOS CIQ0 ‘ais ‘300 juosoy



Uloha 35 2.2
Cisla a, bmaji tu vlastnost, Ze rovnost

4 a b
X2-4 X—2+X+2

plati pro vSechna Cisla x, pro ktera maji obg jeji strany smysl. Vyraz - —-

ma hodnotu: a "
A0 B/2 C/\ D/4 E/-i
Uloha 36 2.2
Nejmensi pfirozené Cislo n, pro které je hodnota vyrazu

i n 8 \ n2—2n n+8

\n2—4 n2+2nJ 4—m +n+2

mensi neZz 1, je Cislo:
Al 8 B/ 9 C/ 10 D/ 11 E/ 12

Uloha 37 2.1
V rovnosti mnohoélend

(2x2+ ax + 6) (3x2+ bx + 1) = 6x4 13x2+ cx2—15x + 6
jsou a. b, ¢ realna &isla. Cislo ¢ je rovno:

A/l 18 B/ 26 Cl2 D/ 20
E/ Cislu, které neni prvkem mnoziny {18,26,2,20}

Uloha 38 2.2
Hodnota vyrazu
+ dmn A A m n 2mn A~
r]_m+nJ \m +n n-m m2-—n2/
jepro m — -1 rovna:
All P C/ -6 D/ | E/ 6
Uloha 39 2.2

Jsou-li a, brealnd Cisla, pro ktera plati

potom:
Al a$ {-1,-i} B/an™ {41} Cla €{0,1}
D/a* {-1,0,1} E/la™ {¢,1}

vco'aho ‘aze ‘a9s ‘ace
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Oteviené ulohy

Uloha 40 2.1

a) Pro pfirozena cCisla 7, 8, 9, 10 plati, Ze soucet nejmensiho a nejvétSiho
z nich se rovna absolutni hodnoté rozdilu druhych mocnin prostfednich
dvou Cisel. DokaZte, Ze to plati pro libovolna Ctyfi po sobé jdouci pfiro-
zena Cisla.

b) Pro pfirozena Cisla 1 az 8 plati, Ze soucet druhych mocnin prvniho, ¢tvr-
tého, Sestého a sedmého z nich se rovna sou¢tu druhych mocnin druhého,
tfetiho, patého a osmého cisla. DokaZte, Ze to plati pro libovolnych osm
po sobé jdoucich pfirozenych Cisel.

Uloha 41 2.2
A 7s—4 + 282
Je dén vyraz

s(s+2)-8

a) UrcCete, pro kterd s GR ma smysl.

b) Dany vyraz zjednoduste.

c) Oveérte spravnost vysledku z ¢asti b) pro s —\/3.

d) Rozhodnéte, pro kterd s GR mé dany vyraz nezaporne hodnoty.

Uloha 42 2.2
Oznatme x aritmeticky primér Cisel a, b, c. Rozhodnéte, které z rovnosti

a+b—3c a—36+c -3a+b+c
3 +~°3 + 3
(x —a) + (x —b) + (x —c) = 0,
{x+a)2+ (x+ b)2+ (x +¢)2- (a2+ b2+ c2)

@+ b+c)2

plati pro libovolna realna Cisla a, b, c.

Uloha 43 2.3
Pro obsah S trojuhelniku se stranami délek a, b, ¢ plati Heronliv vzorec

5=y/s(s- a)(s- b)s- c),

kde s= r,(a + b+ c). Zjednoduste tento vzorec:

a) pro pripad rovnostranného trojihelniku se stranou délky a

b) pro pfipad rovnoramenného trojuhelniku, jehoz zakladna ma délku c
a rameno délku a



Uloha 44 2.2 RESENI
Vypoctéte hodnotu vyrazu

a+3b a—3b a2 + 3h2
(a—b2 a2—» (a —hy2

jestlize a, bjsou navzajem rdiznéa &isla, jejichz aritmeticky prameér je 2.

str. 61
Uloha 45 2.2
Je dan vyraz
_ 4x X
h() = X2+ 4 —ox T X—4  x2-4  x—2
a) Urcete mnozinu Mvsech x G R pro ktera je vyraz h(x) definovan.
2
b) Dokazte, Zze pro vSechna x G M plati h(x) = —~*.
c) Ur€ete mnozinu vSech celych Cisel x. pro néz je hodnota vyrazu h(x)
rovna celému cislu.
d) V soustavé soufadnic Oxy zakreslete graf funkce y = h(x). str. 62
Uloha 46 2.2
a) V oboru komplexnich Cisel FeSte rovnici m'3+ 216 = 0.
b) UrCete, pro kterd m G R mé vyraz
ms+ 216 ( 36 \
5rn—30 V m-~ 6/
smysl, a zjednoduSte ho. n
c) Urcete, pro ktera m G R nabyva vyraz m 4------—-- kladnych hodnot.
m —6 str. 62
Uloha 47 2.1
Redlna Cisla a, 6, ¢ jsou takova, Ze mnohoClen x4 —x3 —7x2 dava pfi dé-
leni mnohoClenem x2 —3a; + a nedplny podil x2 + bx —2 a zbytek cx + 2.
Urcete Cislo c. str. 63
Uloha 48 2.3
le d&n vyraz
{x2+ 1) +\W
V{x)
Urcete, pro kterd x GR je vyraz V{x) definovan.
b) UrcCete vSechna x GR, pro néz V(x) —O0.
c) Dany vyraz zjednoduste. or. 63

Sbirka uloh
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Uloha 49 2.2
Najdéte vSechna celé Cisla a, pro ktera je hodnota vyrazu

1 2a 1
0?7 f3at2 a24-4a43 a2-t5a46

rovna celému ¢islu.

D/o/m 50 2.2
Dva kamaradi si vymysleli jiny pfedpis pro s¢itani dvou zlomki. Séitaji je
tak, Ze soucet Citatell vydéli souétem jmenovateld. Kdy se soucet zlomk{
podle jejich predpisu rovna aritmetickému priiméru téchto zlomk{ vypodi-
tanému obvyklym zplisobem?



3 ROVNICE A NEROVNICE

Uzaviené ulohy

Uloha 51 3.2
Rovnice xA4-2x2—3 = 0 v oboru komplexnich ¢isel:

A/ nema zadné feSeni B/ ma pravé jeden kofen

C/ ma pravé dva koreny D/ mé pravé Ctyfi kofeny

E/ ma nekonecné mnoho feSeni

Uloha 52 3.1
Ridi¢ na tfidenni cesté spotfeboval prvni den polovinu nadrze nafty, druhy
den pétinu zbytku a posledni den Ctyfi pétiny zbytku po druhém dni. Na
konci cesty mu zbylo 10 litr(i nafty. Objem nadrZe vozu, kterad byla na po-
catku cesty plna, je:

A/ 105 litrG B/ 125 litrG  C/ 135 litrG D/ 150 litrG  E/ 160 litrQ

Uloha 53 3.2
i+ i°
. m S xr
R.ovnice ——0’6————— = 1 v oboru celych Cisel:
-1
rrv

A/ nemd Zadné feSeni

B/ mé pravé jedno feSeni a je to kladné Cislo

C/ ma pravé jedno feSeni a je to z&porné Cislo

D/ ma pravé dvé feSeni, z nichZ jedno je kladné &islo a druhé zaporné &islo
E/ mé pravé dvé feSeni a obé jsou kladna Cisla

Uloha 54 3.4
Vyraz z(z +2) nemad vétsi hodnotu nez vyraz 18- z praveé pro:

Alie (-6,3) B/z e (--3,6) Cl/zG (-2,6)

D/ z £ (—o0,-2) E/z G (2,00)

Uloha 55 3.4

Mnozina vSech FeSeni soustavy nerovnic x2—4 < 0, x2+ 3x+ 2> 0 vin-
tervalu <1,4) je:

Al(],2) Bl <.2) c/(1,8) D/ (1,2) E/(1,8)

Uloha 56 3,4
Pocet komplexnich jednotek a + i6, kde a,b £ R, které maji imaginarni

Cast o 1 vétSi nez €ast realnou, je:
VU B/ 1 Cl2 DY 4 E/ V&tsi nez 4

099 ‘ass lvtg ‘ago ‘gxs 4il08%
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Uloha 57 3.4
Mnozina vSech FeSeni nerovnice (x —3)(x + 4) <8 v oboru redlnych ¢i-
sel je:

Al (-4,3) B/ (-3,4) C/ (-00,-5) U4, oc)
D /(-5,4) E/(-00,-4) U(3, oc)
Uloha 58 . 3.3
Mnozina viech Feseni rovnice yrI(__ ™ Xy oboru realnych Gisel je:
A/0 B/ (-00, 1) U (1, 00) C/(-00,l)
D/ (l,00) E/ (-00,0> U (1, oc)
Uloha 59 3.1
Vyjadfime-li ze vzorce
. Q@ 1
wi- | 4bde \r2
nezndmou r4, dostaneme:
=r2- . B/ n = ili?2
Aln =r2 Atie(IEL- W2) MteWI- w2y "2
c/n =4t£(\/Ei-W2)-q\q<l D/ n - q\q-|~4h_£(PEi-\\
aq\g-n'2 qig-2r2
E/n = d\g2r2

qiq2 - 4kE(BA - W2)r-

Uloha 60 3.3
Rovnice \A - y5 —2x = \fx v oboru celych Cisel:

A/ mé nekonetné mnoho FeSeni

B/ ma pravé dvé feseni

C/ méa pravé jedno FeSeni a je to kladné Cislo

D/ mé praveé jedno feSeni a je to zaporné Cislo

E/ nema zadné feSeni

Uloha 61
MnoZina vSech feseni nerovnice m _ 2y2 > 4 v oboru redlnych &isel je:

Al 0 B/ (—ec, 0) U (0, 2) U (2. oc)
C/ (—2,0) U(0,2) D/ (0,2) U(2,4)
E/ (0,4)

a 19 309 ‘3 6e ‘089 ‘CU9 :Ill0gaH



Uloha 62 32
Pocet vSech celych Cisel, ktera jsou feSenimi rovnice
(x2- x)2- 8(x2- x) 4 12 =:0,
je roven:
Al 0 B/ 1 Cl2 D/ 3 E/ 4

Uloha 63 3.2
Rovnice x2+ax +a+ 1= 0 sredlnym parametrem a ma dva imaginarni
kofeny pravé tehdy, kdyz:

Ala=0 B/ae (2- 2\/2,2+ 2\/2)
ClaG(-U> D/ a G (0, 24-2"2)
E/all
Uloha 64 3.4
Definiénim oborem funkce f :y = — je mnoZina:

VM ~Xx
A/ <—19,0) U (0.1) U (1, oo) B/ (—19,0) U (0, 00)
C /R\{0} D/ (0,00)
E/ (-19,0)
Uloha 65 0 3.4
MnoZina vsech feSeni nerovnice -----—< 1 v oboru redlnych cisel je:
A/(-00,- )U(1,00) B/ (0,1)U(1,00) C/(—00,00U(0,1)

D / (—e0, 0) U (1, 00) E/R\{0,1)

Uloha 66 3.2
Soustava rovnic
X 4dy4dc=0, V~42%x444y —8=0

s parametrem ¢ nema Zadné feSeni pravé tehdy, kdyz:

A/cG (—00,8) B /c g (—8,00) C/ce (-00,-8)

D/ ¢ G (8, 00) E/cCE R

Uloha 67 3.2
Soucet druhych mocnin kofenl kvadratické rovnice x24 x 4 1= 0 je:
Al-1 B/1 C/2i D/ —2i E/O

Uloha 68 3.4
Mnozina vSech FeSeni nerovnice x —|x —2| * |x| s nezndmou & e R je:
Al {2} B/<2,00) Cc/0 D/<0,2> E/ (-o00,2>

V89 V9 099 ‘a 99 3h9 ‘HEI ‘3S9
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Uloha 69 3.4
Ktcre z nésledujicich tvrzeni neplati pro kazdé x G R?

A/ \x - 3] § 1 préavé tehdy, kdyz x G(2,4).

B/ W+ 2| > 1 pravé tehdy, kdyZz x G(—eo0, —3) U (—,0c).

C/ |x + \/3 | —1 pravé tehdy, kdyZ x G {3 —1, —y/3 +1}.

D/ |[x —d 2| < 2 pravé tehdy, kdyz x G (—e0, /2 —2)U (/2 4 2, 00).
E/ x+ 1 ™ 1+ \/2 pravé tehdy, kdyz x G (—eo, —2 —\fi) U (\/2,00).

Uloha 70 3.1
Jednim FeSenim rovnice x(4 + 3i)—3y(l + i) =1 je dvojice realnych Cisel:
Al(ar,y) = (1,0) B/ (ar,y)= (0,1) C/ (@y) = (1,1
D/(x,y) = (I, 2 E/ (x,y)= (—,-1)

L//ofia 7J 3.1
Rovnice |x + 3+ |[x - 4 = 7 vintervalu (1,5):

A/ nemé Z&dné feSeni B/ mé pravé jedno feSeni

C/ ma pravé dveé feseni D/ m4 prave tfi feSeni

E/ ma nekone¢né mnoho feSeni

Uloha 72 3.4
Mnozina vSech redlnych Cisel p, pro kterd ma rovnice

42+ 4dpx +p2—4 =0
jeden kofen mensi nez —1 a druhy kofen vétSi nez  je:
A/(-o00,-1) B/ (1) C/(-o00,1) D/ (0,1 E/ (1, oo)

Uloha 73 3.4

N . 1 2 . A 1s i
ReSenimi nerovnice « —2 < « + 3 Jsou pravé vSechna realna Cisla x, pro

kterd plati:
Al x G (7, 00) B/x G (—e0, —3) U (=3, 2) U (2, co)
C/x G(—3,2) U(7, 00) D/ x G(—o0,-3) U(2,7)

E/ x G(—e0, -3) U (7, 00)

Uloha 74 3.2
Rovnice X2+ 2«x + 02—8= O s redlnym parametrem a ma dva rdzné
zaporné kofeny praveé tehdy, kdyz:

AlaG {-2x/2,2vi2} B/ a G (-2\/2, 00) C/ a G (-00, 2d2)

D/a G (2V2, 00) E/a G(-2"2,2V2)

Clh2 ‘0 £Z ‘Q74 ‘aiZ £00Z ‘Q69 :iuosay



Uloha 75 3.2
Dva obdélniky maji tyZ obsah 7,2 cm2. Sifky téchto obdéInikd se lisi 0 4 mm,
jejich délky se lisi o 6mm. Vétsi z obvod( obou obdélniki je:

Al 8,2cm B/ 10,8cm C/ 1l,2cm D/ 12,6cm E/ 16,4cm

Uloha 76 3.4
MnoZina v8ech feSeni nerovnice \Jx2+ 2 V 2 —x v oboru realnych Cisel je:
Al (-2,]) U<2 00) B/ <1,2) C/<l,00)

D/(|,00) E/ (—00,0) U (O, ])

Uloha 77 3.2

Normovana kvadratick& rovnice s redlnymi koeficienty, kter& méa kofen
1+

i -n mje

Al Xx2—x+1=0 B/ x2+x —1=10 Cl/ x2—x —1—0

D/ x2+x+1=0 E/ a2+ 1=0

Uloha 78 3.2

Jestlize kvadraticka rovnice a2+ px + g = 0 srealnymi parametry p. g ma

o T S .
nenulové kofeny r a s, pak vvraz 5 + : je roven:

A/P2-3? b/ P2+9 c/ P2-Q D/P-~7 e/P2+ 29
q q q q ' q

Uloha 79 3.1
Soucet dvou pFirozenych Cisel je 2004. Vydélime-li vétsi z obou &isel mensim
z nich, dostaneme neuplny podil 21a zbytek 46. Ciferny soucet vétSiho Cisla
je roven:

Al 15 B/ 16 C/l 17 D/ 18

E/ Cislu, které neni prvkem mnoziny {15,16,17,18}

Uloha 80 3.2
Jestlize rovnice A(x) = 0 nemd Zzadné feSeni, rovnice B(x) =0 ma
jedno Feseni a rovnice C(x) = O ma dvé rlizna FeSeni, potom rovnice
A(x) mB(x) mC(x) —0 ma:

A/ praveé jedno FeSeni B/ nejvyse dvé riznéa feseni

C/ pravé dvé rizna feseni D/ nejvyse tfi rGzna feseni

E/ pravé tfi rlizna feseni

Q08 ‘96L !a8Z ‘aLi ‘<492 ‘Q91 :p3SO'H
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Uloha 81 3.2
0 daném pravouhelniku, jenoz rozméry v metrech jsou dany celymi Cisly,
vime: ProdlouZime-li kaZzdou jeho stranu o 4m, dostaneme pravouhelnik,
jehoZ obsah bude o 16 m2 vétsi neZ dvojnasobek obsahu daného pravouhel-
niku. Z téchto Gdajd vyplyva, Ze rozméry daného pravouhelniku jsou:

A/ 5ma20m, nebo 6m a 8m

B/ 5ma20m, nebo 8m a 12m

C/ 6ma 12m, nebo 6m a 8m

D/ 5m a 20m, nebo 6m a 12m, nebo 8m a 10m

E/ 5m a 20m, nebo 6m a 12m, nebo 8in a 8m

Oteviené ulohy

Uloha 82 3.4
Urcete mnozinu vSech feSeni nerovnice

X+x2—[3r+ 2 +2x —1 § (x —I)2
v intervalu (—,1).

Uloha 83 3.2
Najdéte vSechna realna Cisla p. pro néZ ma rovnice

px2+ Gp —)x +4p —1=0

dva kofeny, jejichZ rozdil se rovna 1.

Uloha 84 3.1
Urcete vSechna realné Cisla, a, pro kterd rovnice ax + 2= a —2x S nezna-
mou x\

a) nema feSeni

b) mé praveé jeden kofen a ten je nezaporny

€) ma prave jeden kofen a ten je zaporny

Uloha 85 3.3

Je déna rovnice ySr—1+ x = 3.

a) Reste ji v oboru realnych Cisel.

b) Do jedné soustavy soufadnic Oxy zakreslete grafy funkci / : y —yjx —1
a g:y=—x+3

c) Urcete definicni obor a obor hodnot funkce f.

d) Urcete z grafu i poCetné, pro ktera x € R plati f(x) <2

318



Uloha 86 3.1 RESENI
Je déna soustava rovnic:

X+ y+ z—4

X4 y+22=6

4t dby+cz =14
a) Urcete koeficienty 6, ¢ tak. aby do mnoZiny feSeni dané soustavy patfily

usporadané trojice (xi, 71,zi) = (0,2.2) a {x2y-2,z2) = (1,2,1).

b) Vyreste danou soustavu rovnic s koeficienty b, c nalezenymi v Casti a).
€) Ze vSech feSeni (x.y.z) soustavy z €asti b) vyberte ta, pro kter4d z —0.

str. 67
Uloha 87 3.1
V oboru redlnych Cisel feSte rovnici '2x\ —p = 2M =1 5 neznamou x
a nenulovym redlnym parametrem p. str 6/
Uloha 88 3.4
V soustavé soufadnic Oxy znazornéte mnozinu vSech FeSeni soustavy ne-
rovnic
y >ar + 2x —3, X—y +5"0.
str. 68
Uloha 89 3.1
Odlitek slozeny ze stfibra a médi jsme nejprve pretavili s 5kg Cistého stfibra,
Vysledny odlitek jsme pak znovu pretavili, tentokrat s 5kg Cisté médi. Po
prvnim pfetaveni bylo ve slitiné 60 % stfibra, po druhém pretaveni uz jen
48 % stfibra. Kolik procent stfibra bylo ve slitiné pfed prvnim pfetavenim? str. 68
Uloha 90 3.2
Je dana rovnice ax2+ ax +5= 0 s nezndmou x a realnym parametrem a.
a) Pro které hodnoty parametru o ma tato rovnice dva rlizné realné koreny?
b) Urcete vSechny hodnoty parametru a, pro které ma dana rovnice dva
rGzné realné kofeny, z nichz jeden je dvojnasobkem druhého. str. 69
Uloha 91 3.2
Z opacnych koncl silniéni trasy dlouhé 220 km vyjela proti sobé v 8 hodin
dvé auta. Kazdé z nich jelo celou trasu stalou rychlosti. Obé auta se minula
kratce po desaté hodiné; v 10:00 je totiz oddélovaly pouhé 4km. Rychlejsi
auto dorazilo do cile o 55 minut dfive nez pomalejsi auto. V kolik hodin to
bylo?
str. 70
Uloha 92 3.3
V oboru realnych Cisel feSte rovnici 1+ \/I —y/x* —x2 = x. str. 70
Shirka dloh
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Uloha 93 3.2
Obvod tanecniho salu obdélnikového tvaru je
28m. V rohu A jsou shromazdéna dévéata D __¢C

a v rohu C chlapci (viz obrazek). Vypoctéte,

kolik metrd musi ujit. dévcéata a kolik chlapci,

nez se dostanou do bodu B, odkud zacinaji ta-

nec v paru, jestlize \AB\ > \BC\ a: A B
a) vzdalenost mezi A a C je 10Om

b) délky stran BC a AB jsou v poméru 2:3

c) obsah podlahy tane¢niho salu je 45nr

Uloha 94 3.1
Muz vysoky 180cm jde po vodorovné silnici pfimo ke stoZaru, na kterém
sviti reflektor smérem k muzi. V jistém okamziku byl jeho stin dlouhy 10,8 m.
Po ujiti dalSich 90 m je jeho stin dlouhy 4,8m.

a) Vypoctéte vysSku reflektoru nad silnici.

b) Kolik metrd musi muz jesté ujit, aby byl jeho stin dlouhy 1m?

Uloha 95 3.2
V oboru komplexnich ¢isel uvaZzujme rovnici z +7 m2 +i) =z ®, v niZ z
je Cislo komplexné sdruzené k Cislu z.

a) Dokazte, Ze polozime-li z = x + iy, kde x,y £ R potom porovna-
nim readlnych ¢asti vyrazi na levé a pravé strané dané rovnice dosta-
neme 3x +y =x2+ y2 a porovnanim imaginarnich Casti dostaneme
x —y = 0. Danou rovnici timto zplisobem dofeste.

b) V soustavé soufadnic Oxy zobrazte mnoZiny bodd uréené rovnicemi
3x+y—x2+y2ax—y =0. Zobrazku vyCtéte feSeni dané rovnice.

Uloha 96 3.1
Otec se synem maji za. Ukol natfit plot kolem rodinné zahrady. Bude-li
nejprve plot natirat jednu hodinu otec sam a pak se k nému pfipoji syn,
zvladnou Ukol po deviti hodinach spolecné prace. Bude-li nejprve plot na-
tirat Ctyfi hodiny syn sdm a pak se k nému pfipoji otec, zvladnou kol po
osmi hodinach spolecné prace. Za jak dlouho zvladnou Ukol, budou-li plot
natirat od zacatku spole¢né?



4 FUNKCE

Uzaviené ulohy

Uloha 97 4.6
MnoZina vSech feSeni rovnice . ;  (V2)XH4 je:

A/ {0} B/ {0,2} c/ {0} D/ {0,3} E/{0,}

Uloha 98 4.7
Rovnice 2cosx ——— s neznamou £ ma FeSeni pravé tehdy, kdyz pro

Cislo a plati:
Ala €(-00,4) B/a €(-00,7> Clag<-I,1)
D/ a6 (—2,4) E/ a6 (-5,7)

Uloha 99 4.1
Defini¢nim oborem funkce y —Va:2- ¢ je pro dané Cislo ¢ < 0 mnoZina:

A0 B/(-vA,V=H)
Cl {\/—G yf—c) D/ (-00,—v/-C) U (V"-C,00)
E/R

Uloha 100 5 ) 4.5
Jsou dany funkce fi ey ——h3 a f2-V——y « Posunuti, které zob-

razi graf funkce f\ na graf funkce /o, je urceno vektorem:
Al (-1,3) B/ (1,0) C/ (1,3) D/ (1,-3) E /(0,3)

Uloha 101 4.2
Karel a lvana odjeli spolecné na dva tydny na hory. Karel mél 5560 K&
a denné utratil 384 K¢. lvana méla 4 600 K&, prvni dva dny neutratila nic,
od tfetiho dne utratila denné 348 KE. Zavislost rozdilu r K¢ jejich hotovosti
na po&tu x dnd pobytu na horach vyjadfuje pro x > 2 funkce:

Alr =132- 18z B/ r =480 - 18a C/r = 264 - 363;
D/ r —380 —24ir E/r = 440 - 36a:
Uloha 102 4.7

Grafy funkci / :y=cosx a g@:y=sin2x zakreslené v téZe soustavé
soufadnic se pro x € (0,100::) protnou:
A/ 50krat B/ 100krat C/ 150krat D/ 200krat

a SOl ‘D101 ‘a 001 ‘366 ‘386 ‘346 Ju"RI
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Uloha 103

Na obrazku je graf funkce:
Al y=|x —x41

B/ y=x- W

C/l [f=x+|x+1

D/ 2= 2a;+ |a] —1

E/ y=2x—[¥

Uloha 104 4.3
Inverzni funkce k funkci / : y ——x2, x G (—90,0), je dana predpisem:
Al'y = \/—, x G(—00,0) B/y = —Jx, x G (0.00)

C/ y = ylx, x G<0,00) D/ y=—yl X, x G(—00,0)

E/y =-y/|x|, x G(-00, 00)

Uloha 105 4.3
Vrchol paraboly, ktera je grafem funkce / : y = —2x2—8x+ 7, je stfedem
Usecky, jejimZ jednim krajnim bodem je poCatek soustavy soufadnic a dru-
hym krajnim bodem bod:

A /[-4,25] B/ [30,-4] C/ [2,15] D /[15,-2] E/ [4,30]
Uloha 106 4.7
Z funkci

fi : V=sin|x|, f2:y=cos|x|, /3:y=|sinx|, [4:y = |cosX|
A/ jsou vSechny periodické
B/ neni periodicka pouze funkce f\
C/ nejsou periodické pouze funkce f\ a fo
D/ nejsou periodické pouze funkce /3a/j
E/ neni periodicka Zadna
Uloha 107 4.6

Definiénim oborem funkce / : ¥ = log (tgx + \/3) je sjednoceni vSech in-
tervald:

Al (MC+ Ax "x kli), k GZ
Cl (-fx + [ex, |x + AX), fcGZ
E/ (—x + 2cx, |x + 2fcx), AGZ

B/ ("x-EAX "X+ AX), kGZ
D/ (-8x +2A;x: |x + 2AX), H Z

0201 :Q901 ;3C'0l ‘Qf-01 ‘O£0I :iuosog



Uloha 108 - 4.5
Graf funkce / @y = -)-(:-li je na obrazku:

Uloha 109 4.2
Hodnoty funkce f:y=|E—2[- 2|a|] —z jsou nezaporné pravé pro
viechna:

A/ x G(—ec, 1) 13/ x G (0,0c) C/ x G (—ec,2)
D/ x G (—o0, |) E/ £ G(-|,0c)
Uloha 110 4.6

Zavislost vysky stromu na Case je pfiblizné déana vzorcem
h = 100 -c°>-& - 30,

kde t je Ciselnd hodnota stafi stromu vyjadiena v letech a h Ciselna hodnota
jeho vysSky v centimetrech. Stafi stromu, jehoz vySka je 8m, je pFiblizné:
Al 5 let B/ 7 let C/ 10 let D/ 12 let E/ 15 let

HOTT £C1601 V801 d”sey
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Uloha 111 4.6
VSechna kladna feSeni rovnice log2x2 —logx4 lezi v intervalu:

A /(0,1) B/ (0, 10) C/<1,10) D / (1, 100)

Uloha 112 4.3

Graf funkce /: y = —x2+ 2|.x] 4 3 je na obrazku:

A/ y B/ y
’ / i\ &
ppt o
I I
I |
a0 1y . T3
I\ «x [o \ X
Uloha 113 4.5
Jestlize funkce / je dana pfedpisem / :y = ' m x GR\ {0,1}, potom
funkce g:y =/(/(x)) je dana predpisem:
. X —1
Aly=— o Bly = | Cly X
D/j=1-X E/ly=x

oen ‘vsit ‘ani



Uloha 114 ° o g 4.1
Oborem hodnot funkce f:y= ---:---2---5 -—-—=  je mnoZina:

Al (-l,00) B/ <l.o0) C/ (—e0,0)0 D/(-00,I> E/(-00,-1>

Uloha 115 4.2
Graf linearni funkce y = f(x) prochazi body -4[50, —] a £?[51,3]. Soucet

/(1) +/(2) +/(3) + ... +/(100)
je roven ¢islu:

Al 0 B/ 100 C/ 200 D/ 400 E/ -200
Uloha 116 P 4.6
Defini¢nim oborem funkce / :y = wlogi-—- - je mnozina:

A/<,0) B/ (—o0, 1) u (2, co) C/(l,00)

D/<2,00) E/ (1,2)

Uloha 117 Xt 41 4.1
Je dana funkce f:y= ----"—. VSechna €isla c, pro kterd plati /(*) = —
patfi do mnoziny:

A/0 B/{-1} Cc/ {2y D/{2} E/{I,-8}
Uloha 118 4.3

Je dana koule o poloméru r cm. Funkce, kterd popisuje zavislost Ciselné
hodnoty objemu V (vyjadfeného v cm3) vélce vepsaného do dané koule na
vySce v cm tohoto vélce, je dana pfedpisem:

AV =tive(r2—jt2), v G(0,2r)
B/ V = 4w (r2—jf2), v G(0,2r)

C/V —nve\Jr2— a G(0,2r)
D/ V= jv2, v G(0,2r)
E/V —xr2v+ | on3, v G(O0, 2r)

Otevrené ulohy

Uloha 119 42
a) Sestrojte graf funkce / :y = ||x| —5|.
b) Reste rovnici |[x| - 5| = ¢, kde cje realny parametr.

V8TI ‘OZIl a91l ‘BSII ‘OHI nuasaH
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Uloha 120 4.6
Jsou dany funkce f: y=3 * a 9:y= (\/3)

a) Urcete definicni obory Dy a Dy funkci / avy.

b) Urcete, pro kterd x 6 R plati /(.r) = y(x).

c) Urcete, pro kterd x e R plati f(x) » 5().

d) Sestrojte graf funkce g.

Uloha 121 4.2

Jsou dany funkce / :y=1ix +1 a g: y=3x+ 6.

a) Sestavte predpisy pro funkce f~1 ay_1 inverzni k funkcim f.g a v téze
soustavé souradnic Oxy sestrojte grafy vSech ¢ty¥ funkci.

b) Vypoctéte délky thlopricek ¢tyfahelniku, ktery je ohranic¢en grafy funkci
f-, 9, 9~1-

Uloha 122 4.5

Je dana funk | 1Y = e )
€ dana Tunkce y T3

a) Urcete defini¢ni obor Dy a obor hodnot Hy funkce / a sestrojte jeji graf.
b) Napiste pfedpis pro inverzni funkci / -1, urCete jeji definiéni obor a obor
hodnot.

Uloha 123 4.5

PIna protipoZarni bedna s piskem ma hmotnost 200kg, hmotnost prazdné

bedny je 10Kkg.

a) Kolik procent celkové hmotnosti plné bedny tvofi hmotnost pisku?

b) Kolik kilogram{ pisku je tfeba odebrat, aby hmotnost pisku v bedné
tvofila 75 % celkové hmotnosti?

c) Sestavte funkci vyjadfujici zavislost poCtu procent y hmotnosti pisku
v bedné na Ciselné hodnoté x (v kg) hmotnosti pisku odebraného z bedny.

d) Zakreslete graf funkce z bodu c).

Uloha 124 4.1
Truhla mé tvar kvadru s vikem tvaru poloviny
rotacniho valce. /
a) Vyjadrete Ciselnou hodnotu (v dm3) objemu
truhly vCetné prostoru pod vikem jako funkci A i/

¢iselné hodnoty (v dm) délky nejkratSi hrany
kvadru; pfitom postupny pomeér Sirky, délky
a vysky kvédru je 2:4:1.
b) Urlete definicni obor funkce z bodu a) pro truhly s povrchem mezi
300dm2 a 800dm2.
¢) UrCete rozméry kvadru, je-li povrch vika truhly 80-dmz2.



Uloha 125 4.6
a) Dokazte, ze pro vSechna a.b,c £R a>0, b>0, ¢>0, b 1, ¢ ],
v I°gca
platl log‘a= toiJ'

b) Reste rovnici log”-x + 3log2x + logi x = 2.

Uloha 126 4.3
P&si lavka nad dalnici mé4 tvar Casti paraboly zndzornéné na obrazku tu¢nou
Carou. Jeji vrchol jc 8m nad povrchem dalnice. Oblouk podpirajici lavku ma
rovnéz tvar paraboly. Tato parabolaje grafem funkce y = —\x2+ 8 v sou-
stavé soufadnic Oxy vyznaené v obrazku s jednotkami délky 1 m na obou
osach. Vrchol podpérného oblouku je 16m nad povrchem dalnice. Vstupy
na lavku V, V' jsou od pat oblouku P, P' vzdéaleny 8m. Urcete funkci,
jejimZz grafem v uvaZované soustavé soufadnic je €ast paraboly znazorfiujici
lavku.

Uloha 127 4.7
Najdéte vSechna feSeni rovnice cos (3x —| k) = —  ktera patfi do inter-
valu fn).

Uloha 128 4.3

Reste rovnici  4-2sina; —4-sina; - 2 < 0.

Uloha 129 4.3
Grafy funkci f\ : y =x2+4x +q a f2: y —ax2+ 2bx + 5 jsou paraboly,
které jsou soumérné sdruzené podle osy o rovnici y — 1. Urcete Cisla a, 4, q.
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5 POSLOUPNOSTI

Uzaviené ulohy

Uloha 130 5.2
Sou€in iei2¢i3«id4e ... «i128 kde ije imaginarni jednotka, je roven:

All B/-1 Cli D/ —

Uloha 131 5.2

Soucet vSech trojcifernych pfirozenych cisel délitelnych sedmi je:
A/ 70016 B/ 70336 C/ 70400 D/ 140032 E/ 140672

Uloha 132 5.1

Cisla \/3 —\/2, 1, V3 ! \/2 (v tomto pofadi):

A/ jsou prvnimi tfemi Cleny aritmetickeé posloupnosti

B/ jsou prvnimi tfemi ¢leny geometrické posloupnosti

C/ jsou prvnimi tfemi Cleny aritmetické posloupnosti a zaroven prvnimi
tfemi Cleny geometrické posloupnosti

D/ nejsou prvnimi tfemi Cleny Zadné aritmetické ani geometrické posloup-
nosti

Uloha 133 5.3
Jestlize realna Cisla a, b, ¢ (v tomto poradi) jsou tfi po sobé jdouci Cleny
geometrické posloupnosti s kvocientem 2, potom kofenem kvadratické rov-
nice ax~ —2bx +c¢ = 0 je Cislo:

A/ -2 B/ 2 Cl/a D/-a E/la+6

Uloha 134 5.3
Pro geometrickou posloupnost (an) £ s prvnim ¢lenem o\ < 0 a kvocien-
tem g = —2 jsou vyslovena tato tvrzeni:

1. Posloupnost (an)y=l je rostouci.

2. Posloupnost (an)~L1 je klesajici.

3. Posloupnost (an)”=1 je shora omezena.

4. Posloupnost (ar,)"L1 je zdola omezena.

Z téchto tvrzeni:

A/ neni pravdivé zadné B/ je pravdivé pravé jedno

C/ jsou pravdiva pravé dvé D/ jsou pravdiva pravé tfi

E/ jsou pravdiva vSechna

vm ‘aeei -asci ‘hici 'vosi



Uloha 135 5.2

Soucet
2n+ @2n—D)+ @7 —2)+ 2n —3) + ... +4+ 34-2+1

se pro kazdé 7 G N od souctu
2R- @2n- H+ @2n-2)- 2n- 3+ ... +4-3 +2-1

lisi o

Al 2n2 B/ 2n4+ 7. C/ n2(2n- 1)

D/ 472+ 1) E/ N1 —3)

Uloha 136 5.1

Pocet rliznych ¢Cisel mezi ¢leny nekoneéné posloupnosti
tg5°, tg85° tg 165° tg245°, tg325°,

kde se Ghly postupné zvétsuji 0 80°, je:
Al 8 B/ 9 C/ 10 D/ 11 E/ nekonecny

Uloha 137 5.2
Pro aritmetickou posloupnost (an)“=l plati a3+ a9= 8. Soucet prvnich
jedenacti €lenl této posloupnosti je:

Al 38 B/ 40 Cl 44 D/ 56 E/ 78

Uloha 138 5.2
Pocet rostoucich aritmetickych posloupnosti, jejichz vSechny €leny jsou pfFi-
rozena Cisla a jejichZ devaty €len je roven 45, je:

A/5 B/8 Cl 12 D/20 E/ nekonecny

Uloha 139 5.4
Objektiv s proménnou ohniskovou vzdalenosti (zoorn) je optickd soustava
skladajici se z mnoha Cocek a optickych rozhrani. Na kazdém optickém roz-
hrani se ztraci alespon 2% intenzity dopadajiciho svétla. Nejmensi mozna
svételnost objektivu (tj. pomér intenzity svétla dopadajiciho 1la objektiv
a intenzity svétla proslého objektivem) je 8,5. Nejvétsi mozny pocet optic-
kych rozhrani, kterymi mlZe prochazet svétlo v objektivu tak, aby vsechny
uvedené podminky byly splnény, je:

Al 24 B/ 42 C/ 75 D/ 86 E/ 105

Uloha 140 5.3
Geometricka posloupnost kladnych ¢Cisel ma tu vlastnost, Ze soucet jejich
prvnich dvou ¢&lend je roven jedné a soucet jejich prvnich &tyf ¢lend je roven
tfem. Prvni Clen této posloupnosti je:

Alsl2-1 B/f(1 +\/2) C/|(2 —\I2)
17/ i E/ V2

VOH :36CI ‘v SCI ‘OZCI ‘H9CI “VSCI ;iU 4]
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Oteviené ulohy

Uloha 141 5.4
Kulturista si vytvoril tento tydenni cvicebni rezim: Ve druhém az patém dni
vzdy fy-kréat zvétsil davku klikd oproti pfedchozimu dni a v $estém a sedmém
dni zvétsil davku kliki |-krat oproti pfedchozimu dni. Celkem za 7 dni
provedl 2315 klikd. Jaka byla davka klikd prvni den?

Je dana posloupnost /60+ 1In - 3n™
P P V.  "+3 ) n=t

a) DokaZte, Ze tato posloupnost je aritmeticka.
b) Napiste vzorec pro soucet sn prvnich n &lenl této posloupnosti.
c) Urcete n, pro které je sn maximalni, a maximalni hodnotu sn vypoctéte.

Uloha 142 X. 5.2
i

Uloha 143 5.3
Soucet prvnich ¢tyF ¢lenli geometrické posloupnosti (an)*L1 je 80 a plati
a4 —9a2- Urcete prvni €len ai a kvocient g této posloupnosti.

Uloha 144 5.2
Ciselné hodnoty (v cm) délek stran pravouhlého trojihelniku s obsahem
384cin2 tvofi tfi po sobé jdouci Cleny aritmetické posloupnosti. Ur€ete po-
lomér kruznice opsané tomuto trojuhelniku.

Uloha 145 5.3
Geometricka posloupnost je dana svym prvnim ¢lenem ai = 10
a kvocientem q = 2. Pro vSechny cleny posloupnosti (&)nLi plati rovnost
K = logan.

a) Dokazte, Ze posloupnost (bn)™=l je aritmeticka.
b) Vypoditejte soudet prvnich deseti ¢len( posloupnosti (6n)£Lj.
¢) Kolik ¢lenli posloupnosti (bn) LA lezi v intervalu (21,26)?

Uloha 146 5.1
Posloupnost je dana rekurentné takto:
oMl=1 i) —p G
%n + 1/
a) Odhadnéte a dokaZte vzorec vyjadfujici n-ty €len an v zavislosti na n.
b) Rozhodnéte, zda je posloupnost rostouci nebo klesajici.
¢) Rozhodnéte, zda je posloupnost omezena.
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6 PLANIMETRIE

Uzaviené ulohy

Uloha 147 6.3
Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami délek a, c, a > ¢, a vySkou v. Roz-
dil obsahl lichobéznikd, na néZ lichobéznik ABCD rozdéluje jeho stfedni
pricka, je:

Al |(2a-fc)u B/ ~(a-f c)u C/ |(a —C)v

D/ | (a+ cjv E/ |(a-c)u

Uloha 148 6.3
Zahradnik ma kruhovou zahradu s trav-

nikem tvaru pravidelného 3estitihelniku

(viz obrazek). Obsah zatravnéné plochy

je VT08 ur. Prlimér zahrady je:

A/ \/3m B/ 2m

C/2viBm D/4 m

Uloha 149 6.2
VeslaF vesluje po proudu pod thlem 00° k toku Feky. Jeho rychlost v klidné
vodé by byla 2m/s, rychlost proudu je 3m/s. Lod se pohybuje rychlosti
pFiblizné:

Al 3,82m/s B/ 4,20m/s C/4,36m/s

D/ 4,64m/s E/ 512m/s

Uloha 150 6.5
Obrazem ctyfahelniku ABCD v osové soumérnosti, jejiz osou je pfimka BC,
je Ctyfuhelnik A'B'CID". Obrazem ctyfahelniku A'B'C'D" ve stfedové sou-
mérnosti, jejimz stfedem je stfed Usecky BC, je Ctyfahelnik A"B"C"D".
CtyFuhelnik A"B"C"D" je obrazem &tyfuhelniku ABCD:

A/ v otoCeni se stfedem B a Uhlem otoCeni 180°

B/ ve stfedové soumérnosti se stfedem C

C/ v osové soumérnosti, jejiz osou je osa Usecky BC

D/ v osové soumérnosti, jejiz osou je pfimka DI)'

E/ v posunuti ur€eném vektorem \(B —C)

Uloha 151 6.3
Obdélnik ABCD ma uhlopficku délky 6cm a odchylku thlopricek 60°. Ob-
sah obdélniku ABCD je:

Al 27cm2 B/ 9\/3cm2 C/ 6\/3cm2 D/ §8\/3cm2 E/ 18cm2

B191 ‘0091 ‘06kT ‘CI8LI ‘azpl juasay
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Uloha 152 6.5
K jedné strané pravidelného Sestithel-

niku je vné pfipsan Ctverec podle ob-

razku. Kruznice vepsané obéma, Utva-

rim jsou stejnolehlé ve stejnolehlosti

se stfedem S. Absolutni hodnota koe-

ficientu této stejnolehlosti je:

Al | B/ | Cl/ VZ
D/ vi3 E/ 272
Uloha 153 6.2

V pravouhlém trojuhelniku s odvésnou délky ocm a pfeponou délky 10cm
je délka nejkratsi téZnice:

A/ mensi nez 5cm B/ rovna 5cm

C/ rovna 10cm D/ vétsi nez 10cm

E/ vétSi nez 5cm a mensi nez 10cm

Uloha 154 6.2
V obdélniku ABCD plati \AB\ —16cm a \BC\ = 12cm. Na uhlo-
pficce AC jsou zvoleny body E a F tak, Ze pfimky BE a DF jsou kolmé
k pfimce AC. Délka Usecky EF je:

A/l 5cm B/ 5,2cm C/ 5,25cm D/ 5,4cm E/ 5,6cm

V roviné jsou dany dva rGzné body A a B, jejichZ vzdalenost je d. V jedné
poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB uvazujme mnoZinu M vsech bodd X,
pro které ma thel AXB danou velikost u, pfi€emz 0° < ¢; < 90°. Nejvetsi
vzdalenost dvou bod(l z mnoziny M je rovna:

d d

C/ D/ E/

Al 2c0s B/ 2sinw oS iyW sin 24

QIGT ‘ysex ‘akb5t ‘aCSI ‘as9l :raasay[



Uloha 157 6.2

PTi opakovéani planimetrie vyslovili studenti tato tvrzeni:

(1) Existuje trojuhelnik, jehoZz stfed kruznice vepsané a stfed kruznice
opsané jsou totoZne.

(2) Existuje trojuhelnik, jehoz stfed kruznice opsané lezi na nékteré z jeho
stran.

(3) Existuje trojuhelnik, jehoz stfed kruznice vepsané lezi na nékteré z jeho
stran.

(4) Existuje trojahelnik, jehoZ priseéik vysek lezi na nékteré z jeho stran.

(5) Existuje trojahelnik, jehoZ stfed kruZnice opsané a prisedik vysek lezi
vné tohoto trojuhelniku.

(6) Existuje trojuhelnik, jehoZz stfed kruZnice vepsane, stfed kruZnice
opsané a prisecik vysek jsou totozné.

(7) Existuje trojahelnik, jehoZ tézisté lezi vné tohoto trojuhelniku.

Mezi nimi nejsou pravdiva pravé tato tvrzeni:

Al (2) a (7) B/ (1), (4) a (6) C/()a@
D/ (3) a (7) E/ (3), (5 a(7)
Uloha 158 6.3

Jestlize Ciselné hodnoty délek vSech stran pétidhelniku ABCDE vy-
jadfenych v centimetrech jsou celd Cisla a \AB\ =4 cm, \BC\ = 10cm.
\CD\ = 8cm. \DE\ = 7cm, potom nejvétSi mozna délka strany AE je:

Al 16cm B/ 22cm C/ 26cm D/ 28cm E/ 30cm

Uloha 159 6.4
Kruznici je vepsan Ctyfuhelnik tak, Ze jeho vrcholy déli kruznici na kruz-
nicové oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 :3:3:4. Velikosti vnitfnich
Uhld tohoto GtyFihelniku jsou:

A/ 40°, 100°, 100°, 120° B/ 60°, 90°, 90°, 120°

C/ 70°, 90°, 90°, 110° D/ 75° 80°, 80°, 125°

E/ 75°, 90°, 90°, 105°

Uloha 160

Je dan pravidelny dvanactithelnik
A\A” mm\\2- Bod X je prisecikem
jeho dhlopficek A3A7 a .44.412 (viz
obrazek). Velikost Ghlu A4aX A7 je:

A /80° B/85° C/90°

D/ 95° E/ 100°

0091 ‘aeei ‘cisei ‘azei juasay
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Uloha 161 6.1
V roviné je dana pfimka p a body A, B. jejichz poloha vzhledem k pfimce p
je dana obrazkem.

XB

JIN
c D P

Body C, D jsou paty kolmic sestrojenych z bodd A. B k pfimce p. Bod E
lezici na pfimce p takovy, Ze délka lomené Cary AEB je co ncjmensi, je
prisecikem pFimky p a:

A/ osy usecky CD

B/ osy UseCky AB

C/ GseCky A'B. kde A' je obraz bodu A v osové soumérnosti s osou p

1)/ Thaletovy kruznice sestrojené nad primérem AB

E/ kruZnice se stfedem v bodé A a polomérem r — ~|AB|

Uloha 162 6.2
V trojahelniku se stranami délek 2cm, \/3cm a sfl cm je sinus nejmensiho
vnitfniho Uhlu roven;
VU3
El o

Uloha 163 6.3
Nad stranami c¢tverce ABCD jsou M
vné tohoto Ctverce sestrojeny rov-

nostranné trojuhelniky ABK, BCL,

CDAI, DAN (viz obrazek). Ma-li

strana Ctverce ABCD délku n, ma

strana Ctverce KLM N délku:

A/ 2asin 75°

B/ 2a cos 75°

C/ asin60°

D/ 2\/2 a sin 15°

E/ 2\/2 a cos 15°

V€91 ‘<3391 D19l



Oteviené ulohy

Uloha 164 6.5
Je dan &tverec ABCD se stranou délky a. Ctverec AB'C'D" je jeho obrazem
v otoceni o Ghel 45° kolem bodu .4. Uréete obsah priniku &tverc ABCD
aAB'C'D".

Uloha 165

Kazdé dvé ze tfi shodnych kruznic

ki(Si',r), k2(S2%r), k3(S3-r) se vné do-

tykaji a kruznice k(S;R) opsana témto

kruznicim se jich dotyka v bodech A\,

A2, A3 (viz obrazek).

a) DokaZzte, ze polomér R kruznice k je
roven f (2*3 + 3)r.

b) Vypoctéte délku strany rovnostran-
ného trojuhelniku 4i.42.43.

Uloha 166

Na Uhlopficce ,4C Ctverce ABCD je dan

bod L tak, Ze plati AL\ :\LC\ —3:1.

Bod K je stfed strany AB. Pfimka p. ktera

je rovnobéznd se stranou BC a prochazi

bodem L, protind stranu AB v bodé Ar

a stranu CD v bodé Y (viz obrazek).

a) Dokazte, Ze trojuhelniky KLX a LDY
jsou shodné.

b) DokaZte, Ze Uhel KLD je pravy.

c) Vypoctéte velikost Ghlu KDL.

Uloha 167 6.2
Ve vzdélenosti v=10m od bfehu feky byly vytyCeny body .4, B,

\AB\ =c = 63m. Bod C je na protéjSim bfehu. Byly zméfeny velikosti
ahld \$CAB\ =a = 33°50', \§CBA\ = /3= 41°20" (viz obrazek).

Vypoctéte Sifku feky s pfesnosti na desetiny metru.
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Uloha 168 6.3
DokaZte, Ze osy vnitfnich GhlG rovnobéZzniku ABCD ohraniduji pravo-
Ghelnik. Vypoctéte obsah tohoto pravouhelniku, jestlize \AB\ = 12cm,
\AD\ = 6cm a \$BAD\ = 60°.

Uloha 169 6.2

Pravouhly trojuhelnik ABC s pravym Uhlem pfFi vrcholu C je dan polomé-

rem R kruznice opsané a obsahem S.

a) Sestrojte trojuhelnik ABC,je-li R = 3cm, 5 = 6cm2.

b) Provedte diskusi poctu feSeni vzhledem k i?, 5.

c) Jaky vztah musi splfiovat S a R, aby trojuhelnik ABC byl rovnora-
menny?

Uloha 170 6.3

Je dan Ctverec se stranou délky 8cm.
Body A a B jsou stfedy jeho soused-
nich stran, body C a D leZi na jeho

Ghlopfi¢ce. Urcete obsah lichobézniku
ABCD z obrazku.

Uloha 171 6.5

Kulegnikovy stdil ma rozméry 200cm x 100 cm. Na Ghlopficce stolu ve vzda-
lenosti 20cm od jeho delSi hrany je umisténa kule€nikova koule K (viz ob-
razek) .

Hra¢ ma pomoci odrazu od hrany
stolu AB a odrazu od hrany stolu BC
odehréat kouli do otvoru D.

V méFitku 1 :40 zobrazte drahu koule
a vypoctéte délku této dréhy. Rozméry
koule i rozméry otvoru zanedbejte, D
kouli i otvor povaZujte za body.

Uloha 172 6.2
V trojuhelniku ABC plati a= 13cm, b= 10cm a vn=6 cm. Vypoctéte
délku strany c tohoto trojahelniku.

Uloha 173 6.4
Spole€né tétiva dvou kruznic ur€uje v jedné kruZnici stfedovy Uhel o veli-
kosti 60° a v druhé kruZnici stfedovy Ghel o velikosti 90°. Vzdalenost stfed(
kruznic je 10cm. Vypocltéte poloméry obou kruznic.
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Uzaviené ulohy

Uloha 174 7.3
Délky hran kvadru jsou v postupném poméru 2:3:4 a jeho objem je
192cm3. Povrch kvéadru je:

A/ 52cm2 B/ 104cm2 C/ 156cm2 D/ 208cm2  E/ 260cm2

Uloha 175 7.2
V krychli ADCDEFGH s hranou délky 1dm je vzdalenost pfimek
AE a BH rovna:

A/ 0,5dm B/ 1dm C/172dm D/ |73 dm E/ |73 dm
Uloha 176 7.3
Uzaviena €ast valcového potrubi s primérem

60cm a s ohybem podle obrazku se zkousi 30

tlakovou zkouskou. Ciselné hodnoty vnitfnich

rozmérl potrubi v centimetrech jsou uvedeny 30 "
na obrazku. Objem plynu potfebného k tla- 420
kové zkouSce, ktery je dvojnasobkem objemu

zkouSeného potrubi, je priblizné: 960

A/ 7831 litrd
B/ 8002 litrd
C/ 8143 litrd
D/ 9028 |!trloj 30130
E/ 9887 litru

Uloha 177 7.3
Pravidelny trojboky hranol mé vSechny hrany shodné. Jestlize obsah plasté
hranolu je 48 m2, je jeho povrch:

A/ 30\/5m2 B/ 86+ 73)m2
C/ 65m2 D/ 9(5+72) m2
Uloha 178 7.3

Do kazdého rohu krychle je vloZena koule. VSechny koule jsou shodné, kazda
z nich se dotyka tfi téchto kouli a t¥i stén krychle. Pomér soudtu objeml
vdech osmi kouli a objemu krychle je:

Al 4 B/~:6 C/1:8

D/ 3c: 16 E/ 3c: 32
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Uloha 179 7.2
Pfimky AB a AC jsou navzajem kolmé, V-

pfimka AV je kolm& k roviné ABC.

\AB\ = |ACj = \AV\ a bod S je stfe-

dem Usecky BC (viz obrazek). Velikost

Uhlu ASV je pfiblizné: C -
A/l 61° B/ 58° C/ 55°

D/ 52° E/ 48° A /5

Uloha 180 7.3

Kuli€ka je vyrobena z pérovitého materialu. Stlacenim z ni Ize vyrobit ku-
licku, ktera ma poloviéni primér. Hustota materialu se pfi tom:

A/ nezméni B/ jeden a pUllkrat zvetsi

C/ dvakrat zvétsi D/ CtyFikréat zvetsi

E/ osmkrat zvetsi

Uloha 181 7.3
Pomér povrchll krychle a valce, jehoZ podstavy jsou kruhy vepsané proti-
lehlym sténdm krychle, je:

Al 41 ' B/ 3V3 : C/6:1
D/ 12 : (I + y/2)n E/ 5V2 : 2¢
Uloha 182 7.3

Ledova kra méa tvar kvadru a nad hladinou vidime jeji Cést (rovnéz tvaru
kvadru) o vysce 4cm. Podle Archimedova zdkona je hmotnost télesem vy-
tlatené vody rovna hmotnosti celého télesa. Je-li hustota ledu 0,92 g *cm-3
a hustota vody 1gecm-3, je vySka ledové kry:

A/ 32cm B/ 46 cm C/ 48cm D/ 50cm E/ 52cm

Uloha 183 7.3
Télesova Uhlopficka pravidelného ¢tyfbokého hranolu ma délku 10cm a svira
s rovinou podstavy Uhel velikosti 45°. Objem hranolu je:

Al "y /3 cin3 B/ ~y/2 cm3 C/ ¢(M\/3 cm3
D/ 200\/2 cm3 E/ 125" cm3
Uloha 184 7.2

Je dan obdélnik ABCD lezici v roviné o a bod M takovy, Ze pfimka AM je
k roviné g kolma. Plati \MB\ = 6cm, \MC\ —9cm, \MD\ —7cm. Délka
Usecky M A je:

Al lem B/ 2cm C/ 3cm D/ 4cm E/ 5cm

HL8I 3881 (3581 ‘VIST ‘3081 '0621 juasay



Uloha 185 7.1
Jsou déna Ctyfi tvrzeni:

(1) V krychli existuji aspon dvé mimobézné télesové Uhlopficky.

(2) V krychli existuji aspon dvé navzajem kolmé télesové thlopricky.

(3) V krychli existuji aspon dvé sténové uhlopficky, jejichz odchylka je 60°.
(4) V krychli existuji aspof tfi navzajem rizné rovnobézné sténové thlo-

pricky.
Z téchto tvrzeni:
A/ neni pravdivé zadné B/ je pravdivé pravé jedno
C/ jsou pravdiva pravé dvé D/ jsou pravdiva prave tfi

E/ jsou pravdiva vSechna

Uloha 186 7.3
Jestlize kazdou hranu kvadru s objemem Vga povrchem Sq zkratime 0 20%
jeji délky, dostaneme kvadr s objemem V a povrchem S, kde:

Al V = fVo, S = iSo B/V = IfVbh, S = §S0
C/ V=HVo, S=8S0 D/ = iVo. s = Al50
E/ V- V0, S =S,

Uloha 187 7.3
Krychli s hranou délky a je vepsan ¢tyfboky jehlan, jehoZz podstavou je jedna
sténa krychle a hlavnim vrcholem stfed protéjsi stény. Povrch jehlanu je:

Al 1+ yl2)a2 B/ (1+VS)a2 C/ (1 + V5)az2
D/4Vici2 E/5\/3 a2
Uloha 188 7.3

Obyvatelé Mésice maji jednotku délky nazvanou ,lunar“. Pocet Ctverec-
nych ,lunard*, které udavaji povrch Mésice, je stejny jako podet krychlo-
vych ,lunar“, které udavaji objem Meésice. Je-li primér Mésice 3474km,
pfedstavuje ,lunar*:

A/ 8km B/ 35km C/ 198km D/ 579km E/ 1158 km

Uloha 189 7.3
Nasypka presypacich hodin mé tvar rotacniho kuZelu, jehoZ vyska v = 5cm
je rovna poloméru horniho okraje nasypky. Objem pisku v pFesypacich ho-
dinach je roven ¢tyfem pétindm objemu nasypky. Pfedpokladejme, Ze ,hla-
dina“ pisku v nasypce je stale vodorovna. V okamZziku, kdy se z nasypky
presype polovina pisku, bude jeho ,hladina“ nad otvorem nasypky priblizné
ve vysce:

A/ 3,46 cm B/ 3,68cm C/ 3,78cm D/ 3,98cm E/ 4,12¢cm

B68I AlI881 ‘0281 ‘3981 ‘0981 JuasaH
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Uloha 190 7.2
V krychli ABCDEFGH o hrané délky aje S stfed stény ABCD. Vzdale-
nost bodu C od pfimky SG je:

A/ fa B/ \y/2a C/§</3a D/ jVSa Ej \y/%a

Oteviené ulohy

Uloha 191 7.3
Stresni plda méa obdéInikovy pu-
dorys O rozmérech 12m a 6m.

Valbova stfecha (viz obrazek) mé —--A. \
sklon vSech stfeSnich rovin 45°,

Vypodététe objem pddniho pro- 15 —

storu.

Uloha 192 7.2

Je déan rotacni valec s polomé-
rem r a vySkou v. Bod S\ je stfed
jeho dolni podstavy a bod S2 stfed
jeho horni podstavy. Body X, Y
leZi na kruznici ohraniCujici horni
podstavu a bod Z na KkruZnici
ohranicujici dolni podstavu, pfFi-
¢emzZ |<$X52V| = a a pfimky XZ
a *5152 jsou rovnobézné (viz obra-
zek). Vypoctéte tangens odchylky
pfimek Y Z a S\S-2-

Uloha 193 7.2
Poloroviny o, i3 se spole€nou hranicni pfimkou p sviraji Ghel velikosti 60°.
Bod X leZi v poloroving a a bod Y v poloroviné /3, Zadny z nich neleZi
11a ptimce p. Paty kolmic sestrojenych z bodd X, Y k pfimce p jsou ozna-
Ceny X', V'. Plati |XX'| -5cm, \YY'\ —7cm, |[X'V'| —19cm. Vypoctéte
délku usecky XV.

Uloha 194 7.3
Pro pravidelny ¢tyfboky komoly jehlan ABCDEFGH spodstavami ABCD
a EFGH plati \AB\ —a = Ibem, \EF\ = b= 3cm, \<$EAB\ —60°. Vy-
poctéte jeho objem.

Q061 juasay



Uloha 195 7.3
Jindra se rozhodl, Ze zméfi vydatnost o€ekavaného lijaku. Na vodorovnou
podloZzku na zahradé postavil dvé prazdné nadoby: kadinku tvaru rotac¢niho
valce s polomérem podstavy Rq a vySkou vg a odmérku tvaru rotacniho
kuZelu s polomérem podstavy Ri a vySkou v\ (viz obréazek).

PTi lijaku Zadnd z n&dob nepfetekla, v kadince se vodni hladina ustélila ve
vySce hOode dna. Urcete, v jaké vySce h\ se ustalila hladina vody v odmérce.

Uloha 196 7.3

Horkovzdusny balén se vznasi ve vySce h —2km nad povrchem Zemé. Po-

lomér Zemé je Rz = 6378km.

a) Zjaké maximalni vzdalenosti od balénu je mozné baldn z povrchu Zemé
pozorovat?

b) Kolik &tvereénych kilometri zemského povrchu je z balénu vidét?

Uloha 197 7.1
Zobrazte ve volném rovnobézném promitani pravidelny ctyfboky jehlan
ABCDYV s hlavnim vrcholem V o délce podstavné hrany a = 4,5cm a vysce
v —5,5cm. Dale zobrazte stfed K hrany AV, stfed M hrany CV a bod L
leZici na polopfimce CB tak, Ze bod B je stfedem Usecky CL.

a) Sestrojte fez jehlanu ABCDYV rovinou KLM.
b) Vypoctéte odchylku roviny KLM od roviny podstavy daného jehlanu.

Uloha 198 7.3
Je dan pravidelny Ctyfstén o hrané délky a. Vrcholem D prochézi rovina a
kolmd k roviné ABC a rovnobéznd s pfimkou AB, kter & z Ctyfsténu ABCD
oddéluje Ctyfstén XYCD, kde A'£ AC, Y £BC.

a) Vypoctéte obsah fezu Ctyfsténu ABCD rovinou a.
b) Vypoététe pomér objemd &tyfsténd XYCD a ABCD.
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Uloha 199 7.3
Do koule je vepsan rovnostranny valec, tj. valec, jehoZ osovym fezem je
Ctverec, a rovnostranny kuZzel, tj. kuZel, jehoZ osovym fezem je rovnostranny
trojuhelnik. DokaZte, Ze pro povrch S\ koule, povrch Si vélce a povrch 53
kuZelu plati S2= \/SiS3.

Uloha 200 7.3
Do kuZelu s polomérem podstavy r, jehoZ osovym Fezem je rovnostranny
trojuhelnik, je vepsana krychle ABCDEFGH tak, ze jeji vrcholy -4, B,
C, D lezi v podstavé kuzelu a vrcholy E, F, G, Il najeho plasti. Vypoctéte
délku hrany krychle.
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Uzaviené ulohy

Uloha 201 8.2
Pfimka, ktera je kolma k pfimce 3x —2y -6 = 0, ma smérnici:

Al —§ B/-| C/| D/f

Uloha 202 8.3

Kruznice x2+ y24 4x+ 8y + 16 = 0 je na obrazku:

Uloha 203 8.2
Pfimky ax + 6y+ b=0 a 2x + ay —b= 0 jsou rovnobézné pravé tehdy,
kdyz pro parametry a, b plati:

AlaG {3V2, 3v/2}, b6 R B/aG{-4x/2,4\2} 6=0

Clae {-4V3,4"}, 6gR D/aG{-3V3, 373}, 6=0

E/aG {-2"~3,2”}, bGR

3 c0S ‘0S0S ‘aios :iu98h
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Uloha 204 8.3
Pfimka x —y + m = O je secnou kruznice x2+ y2—8y = O pravé tehdy,
kdyz:

Alm£ (4—=\/2, 4+\/2) B/ra £ (—4,4)

C/ m £ (0,8) D/ m £ (4- 4\2, 4+ 4\/2)

E/ m£ (0,8)

Ulolia 205 8.3
Obsah kruhu vepsaného Ctverci, ktery ma stfed S[I,2] a jeden vrchol
3[5,-1], je:

Al f 4 B/ f 4 C/ 25k D/ 124 E/ 154

Uloha 206 8.1

Jsou dany vektory u= (5,—3) a v= (1, m). Délka vektoru u—v je rovna 5
pravé tehdy, kdyz:

Alme{l,4} B/m £ {0,1} C/m £ {—6,0}
D/m£{0,4} E/mé6j-6,1}
Uloha 207 8.2

Pas je ohraniCeny pfimkami 3x*—4y = 0 a 3a —4y + 4 = 0. Osa tohoto
pasu ma parametrické vyjadreni:
Al x=4—4i, y=2+3i, i£ R B /x
C/x=5+4t 7=-=3i, f£R D/ x
E/a—244f, dr=233i, t£R

4+ 3i, y=8+4f iER
—8—3i, y= —1+4i, (6 R

Uloha 208 8.2
Pfimka p:x=1+4i, y= =2+ 3f, z —i, t£ R je rovnobézna s rovi-
nou ct: ax + 3y —bz + 281 —O0 préaveé tehdy, kdyz:

Ala= =3 B/a=-I Cla=1

D/a =2 E/an{-3,—,1,2}

Uloha 209 8.2

Je dan trojuhelnik ABC svrcholy A[l, -1], B[4,2], C[2, —6]. Rovnice téz-
nice tn je:

Al x—y—2=0 B/2x —y—3=0 Clax —4y—5=0
D/4x+y-3=0 E/x+2y+1=0

Uloha 210 8.2
Kolmym préimétem bodu A[3, 2.1] do roviny x+y+ 22+ 5= 0 je bod:
A/E[-5,2,-1] B/ B[O, -3. —] C/B[l,0,-3]

D/ J5[0,1, —3] E/ B[l, =2, 2]

001?. *360? ‘3807 ‘340? ‘0902 *990? ‘diO? .JTCE"I



Uloha 211 8.2
V roviné jsou dany body A[—1,1] a £[—5,2]. Soufadnice x, y libovolného
bodu C[x,y], ktery je rGzny od bodl A. B a je vrcholem pravouhlého
trojuhelniku ABC s pfeponou AB, spliiuji rovnici:

Al x2+y2—6x —3y —5=0 B/ x2+y2—3x—6y+1=0

C/ x2+y2- 4x+6y =0 D/ x2+y2+6x —3y+ 7=0

E/ x2+y2+6x—3y =0

Uloha 212 8.3
Vzdalenost bodu M [3,4] od stfedu elipsy x2+ 4y2—2x + lby - 31 = 0 je:
Al 4x13 B/ 2\/10 C/ 3\/5 D/ 6 E/ 8

Uloha 213 8.2

Rovina 3x+y+2+c=0 ma neprazdny prlnik s Gsetkou AB, kde
A[l,0,2], B[0,1,5], praveé tehdy, kdyz:

AlcG <2,5) B/ cG (5,6) ClcG<-5,-2)
D /cG<—6,—5> E/cG <-6,-2)
Uloha 214 8.2

Obrazem bodu A[—, 6] v osové soumérnosti s osou X —2y + 3 = 0 je bod:
A/£[1,-6] B/ £[-2,3] CI/£[l,2] D/E[3,-2] EI/E[-1,-6]

Uloha 215 8.3
Vrcholem V a ohniskem F paraboly y2—6x + 4y + 4 = 0 jsou body:

A/ V[0.2], F[3;—2] B/V[O,|I, F[I.2] C/F[0,-2], F[I,-2]
D/F[0,1], F[2.1] E/V[0,-2], F[3,-2]

Uloha 216 8.1
Je déna krychle ABCDEFGH, kde A[0,0,0], £[1,0,0], £[0,1,0], £[0,0,1],
bod S je stfed jeji stény EFGH. Odchylka vektorl u—F —C a v=S —C:
Alje 30° B/je 37,5° Cljed5s” D/je60°

E/ neni rovna Zadné z hodnot uvedenych v A/ az D/

Uloha 217 8.2
Vyska vc trojuhelniku ABC, kde ~4[12], £[3,5], C[3, —8], je rovna:

Al |v/13 B/ jlv/13 C/2v/I3 D/ \/i3 E/ V26

Uloha 218 8.3

Mnozina bod( dana rovnici 2a(y + 2) = (x —3)2 je parabola a pfimka
X +y+2= 0 jejeji teCna prave tehdy, kdyz:
Al a= -6 B/ aG{0,0} C/a=6 D/ a= 16 E/la=£

OSIZ ;o0liz T9TS 109iz latlZ ‘CK15 IQZ\Z <3113 :itoFH
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Uloha 219 8.3
Kruznice, které se dotykaji pfimek x = 18 a x ——8 a prochazeji poCatkem
soustavy soufadnic, jsou:

Al (x- 5)2 + (y- 13)= 194
B/ (x- 5)2 + (y- 13)= 194
C/ (x+5)2 4 (y+ 12)2= 169
D/ (x- 5)2 + (y- 12)2= 169
E/ (x- 5)2 + (y- 12)2= 169

(X +5)2+ (y+ 13)2= 1%
(X- 52+ (y- 12)2- 169
(x- 5)2+ (y+12)2= 169
(x+5)2+ (y- 12)2= 169
(x- 52+ (y+ 12)2= 169

D v D

Uloha 220 8.3
MnozZinou v3ech bodl, pro které plati, Ze soudet jejich vzdalenosti od bodd
M[—3,0] a Ar[3,0] je 10, je kFivka:

B/ "™+ 2- s1
m '/ H - "16 25 c/
2 2
§ } El Nl
Te- 15 =1 L/ 25+ 16 “ 1
Uloha 221 8.2

Pro rovnoramenny trojuhelnik ABC plati, Ze bod 5[1, —3] je stfedem jeho
zékladny AB, vrchol (7 lezi na ose x a A[—2,0]. Vrcholy B, C jsou body:
Al f7[4, - 6], C[-4,01 B/ £[4,- 6], C[4,0] C/ £]0,3], C[4,0

D/ B[-4,3], C[8,0] E/ £[4,3], C[-8,0]

Uloha 222 8.2
Pro vzdalenost v bodu A[l, 0, —2] od pfimky p = {[6 + 3i, —, 3+ 1]; t GR}
plati:

Alu=0 B/ve (0,1) C/luG(1,2)

13/M) G (2,3 E/rG (3, 00)

Otevrené ulohy

Uloha 223 8.3
Pravolhelnik, ktery mé strany rovnobézné s osami soufadnic a jeho vrcholy
lezi na kruznici k : x2+ y~ —26, méa obsah 48. Urg&ete soufadnice vrchold.

Uloha 224 8.1
Je dan rovnobéznik ABCD. bod X je stfed jeho strany BC. bod Y je
prisecik UseCek AC a XD. Vyjadiete vektor x=Y —X jako linearni
kombinaci vektorl a=B —A a b—C —A.

a ZZZ ;axZZ iA0ZZ ;36t6



Uloha 225 8.2
ZapiSte parametricky systém rovnic v3ech pfimek, které prochazeji bodem
P[3, -5] a maji alespon jeden spolecny bod s UseCkou AB, kde A[—7,0],
£[1,1]. Za parametr zvolte smérnici prislusné pfimky a ur€ete mnozinu
vSech hodnot, kterych parametr nabyva.

Uloha 226 8.2
Na pfimce p:x =4+t y=3+2i,z=—2—t t€R urCete bod C,
ktery ma stejnou vzdalenost od bodd ,4[1.2,5] a £[—1,0,1]. Vypoctéte
tuto vzdalenost.

Uloha 227 8.3
Elipsa z obrazku méa stfed S[5,0], ?
hlavni vrcholy A[0,0], B a ohniska C
£[2,0], F.
a) Urcete soufadnice hlavniho vrcho-
In J ohniska, F a vedlejsich vrchol 2 b \
(7, D elipsy. A=0. E S F JB x

b) Napiste rovnici elipsy.
¢) NapiSte rovnice teCen elipsy rovno-
béZnych s pfimkou AC.

Uloha 228 8.3

Je dana hyperbola x2—4y2- Gx—16y —11 = 0.

a) Urcete jeji stfed, vrcholy, ohniska, asymptoty a danou hyperbolu
zakreslete.

b) Napiste rovnice pfimek, které maji s danou hyperbolou spolecny pravé
jeden bod TI[5,y0]-

Uloha 229 8.2
Urcete vSechny body, které lezi na pfimce p: x —2y —4 = 0 a maji dvakrat
veétsi vzdalenost od bodu A[0,0] nez od bodu £[G,0].

Uloha 230 8.2

Jsou dany body ,4[0,2,—], £[1,1,1], C[4,6,2].

a) NapiSte obecnou rovnici roviny a urcené bod} A. B, C.

b) Vypoctéte soufadnice bodu D tak, aby Etyfuhelnik ABCD byl rovno-
béznik.

c) DokaZte, Ze rovnobéznik ABCD z Césti b) je obdélnik, a vypoctéte jeho
obsah.
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Uloha 231 8.2
Strana AD kosoctverce ABCD leZi na pfimce p\: x —7y =0, strana CD
leZi na pfimce po- x 7y + 30= 0 a jeho Uhlopficka AC leZi na pfimce
Ui: 2x+y—15—0.

a) Urcete soufadnice vrchold A, B, C, D.

b) Vypocltéte obsah kosoCtverce ABCD.

Uloha 232 8.2
Na obrazovce, na niz je zavedena pravouhla soustava soufadnic s jednotkou
délky 1 mm na obou osach, jsou v méFitku 1 : 1000 000 monitorovany dvé
lodé v mize. Obé lodé se pohybuji rovnomérné pfimocare. Na poCatku mo-
nitorovani je obraz prvni lodé v bodé .4[10,0] a obraz druhé lodé v bodé
B[180,10]. Za jednu hodinu se obraz prvni lodé posune z bodu A do bodu
zt[30,10] a obraz druhé lodé z bodu B do bodu S'[170,30].

a) Dokazte, ze nehrozi nebezpeci srazky lodi.

b) Urcete, za jak dlouho od poc€atku monitorovani se lodé k sobé nejvice

pFiblizi, jejich nejmensi vzdalenost vypoctéte.

Uloha 233 8.3
Chladici véz elektrarny Temelin m& tvar
Casti rotacniho jednodilného hyperboloidu,
tj. plochy, které& vznikne rotaci ¢asti hyper-
boly h kolem jeji vedlejSi osy. V&Z ma vysku
171in. V této vysce je vnéjsi polomér plasté
véZe 25m. Nejmensi polomér je 24m, a to
ve vySce 150 m.
a) Zvolte soustavu soufadnic podle ob-
razku a napiste rovnici hyperboly h.
b) Vypoctéte vnéjsi polomér plasté véze
pfi zemi.



9 KOMBINATORIKA,
PRAVDEPODOBNOST, STATISTIKA

Uzaviené ulohy

Uloha 234 9.1
Pan Novék chodi do prace kazdodenné v kosili s kravatou. Vybira si ndhodné
z 12 rGiznych kosil a 8 rGiznych kravat s jedinym omezenim: mysli si, Ze zelena
barva neladi s modrou barvou. Mezi koSilemi pana Novaka jsou tfi koSile
modré a dvé koSile zelené, mezi jeho kravatami jsou Ctyfi kravaty modré
ajedna kravata zelena. Pan Novak si mize koSili a kravatu vybrat praveé:

A/l 72 zpisoby B/ 85 zplsoby C/ 88 zplisoby
D/ 93 zplsoby E/ 96 zplsoby
Uloha 235 9.3

Primérny mésiéni plat zaméstnancl firmy VITR v prvnim aZ tfetim &tvrt-
leti minulého roku byl 13600 KE. Ve cCtvrtém Ctvrtleti vyplatila firma za-
méstnancim mimoradné odmény, a tak jejich primérny mésicni plat za
cely lofisky rok ¢inil 14800 K&. Primérna mésiéni mzda. zaméstnancl firmy
VITR ve &tvrtém Ctvrtleti byla v porovnani s jejich primérnou mésicni
mzdou v prvnim aZ tfetim Ctvrtleti vétsi o

A/ 1200K¢ B/ 2400K¢ C/ 3600KE D/ 4800K¢ E/ 6000K¢E

Uloha 236 9.2
Je déna Usecka AB a na ni body C, D tak, Ze plati

\AB\ =2\AC\ = 3|AD|
(viz obrézek).
A D C

Pravdépodobnost, Ze nadhodné zvoleny bod Usecky AB bude leZzet mezi
body J5aC, je:

Alj B/ | c/
D/ E/jinanez .14}
Uloha 237 9.2

Ve fotbalové lize hraje 16 tymU stejné vykonnosti. Trenér Sparty prohlasil:
,»V pfistim rocniku ligy skonime v prvni poloviné tabulky.” Pravdépodob-
nost toho, Ze trenér ma pravdu, je:

15! 8-15! (~)_8' ~ 16'- 8

Al 16! B/ 16! 16!

a¢es ;Q9%s ‘ases ‘anz
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Uloha 238 9.1
Péticifernych Cisel vytvorenych z Cislic 2. 3, 4, 5, 6, 7, ktera jsou délitelna 75
a zadna Cislice se v jejich zapisu neopakuje, je:

A/ 12 B /18 Cl 24 D/ 36 E /48

Uloha 239 9.3
Median Cisel x, 3, 4x —3, a + 4, —16, 9, x —4, jejichZ aritmeticky pramér
se rovna 4, je:

Al4 B/5 cI7 D/9

K pisemné zkouSce pfipravil ucitel sadu 12 dloh 7 z pravdépodobnosti
a 5 ze statistiky. Kazdy student si musi k feSeni vybrat 5 Gloh, z kazdého
tématu alespon dvé. Pocet vSech moznosti vybéru pétice uloh je:

Uloha 241 9.1
Uvnitf stran Ctverce je umisténo

14 bodd tak, Ze najednotlivych stra-

nach lezi postupné 2, 3, 4, 5z téchto

bodi (viz obrazek). Pocet trojuhel-

nikd, které maji vrcholy v téchto bo-

dech, je:

A/l 144 B/ 180 C/ 216 D/ 279 E/ 349

Uloha 242 9.1
Clen binomického rozvoje vyrazu

neobsahujici proménnou x je roven kombinacnimu ¢islu:

YZfZ ‘0O00E. 96CC ‘OSCO :iuagn



Uloha 243 9.2 RESENI
PFi hodu minci padne lic s pravdépodobnosti | a rub také s pravdépodob-

nosti Zkoumame jev, kdy pfi vSech hodech minci padne lic. Nejmensi

pocet hodl, pfi némz je pravdépodobnost tohoto jevu mensi nez 0,002, je:

Al'5 B/ 7 c/ 9 D/ 12 E/ 15

Uloha 244

Z mésta X do mésta Y se lze po
silnici dostat dvéma zplsoby podle
obrazku. Automobilista, ktery ne-
zna cestu, vyjede z mésta X sprav-
nym smérem, ale na kfizovatkach
se rozhoduje nahodné&, pfiCemz
vSechny vyjezdy z kazdé kfizovatky
jsou stejné pravdépodobné. Prav-
dépodobnost, Ze automobilista do-
jede do mésta Y, je:

Al | B/ I cln D/ | E/ |

Oteviené ulohy

Ufofta 245 9.2

U Gstni maturitni zkouSky je 30 otdzek, z nichZz si kazdy student losuje

jednu. V prdbéhu dne se vytaZena otazka mezi losované nevraci. Studenti

se obavaji CtyF otazek. UrCete pravdépodobnost vytazeni obavané otazky:

a) prvnim studentem

b) druhym studentem, byla-li jiZz jedna obavana otdzka vytazena

c) Ctvrtym studentem, jestlize zatim nebyla vytaZzena Zadné ob&vana otazka

d) aspoil jednim z prvnich &tyf studentd str. 106

Uloha 246 9.1
Sadaf zakoupil 4 jabloné, 4 hrudné a 4 3vestky. Chce je zasadit do tfi fad

po Ctyfech stromech, jednotlivé stromy téhoz druhu pfi tom nebude od sebe

rozliSovat. Urgete, kolika zplsoby to mlZze udélat, jestlize:

a) kazdou fadu chce osazet stromy stejného druhu

b) pravé dvé fady chce osazet stromy stejného druhu

c) praveé jednu fadu chce osazet stromy stejného druhu

d) zadnou Fadu nechce osazet stromy stejného druhu str 106
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Uloha 247 9.1
a) Dokazte, Ze pocCet GhlopfiCek konvexniho rc-uhelniku je “~n(n —3).
b) Dva konvexni mnohothelniky bez spoleénych vrchold maji dohromady

14 stran a 29 Ghlopficek. Kolik stran ma kazdy z téchto mnohouhelnik(?

Uloha 248 9.3
a) Vypodtéte primérnou cenu 1kg mraZzeného kufete, 1kg poli¢anu a 1 litru
polotu¢ného mléka v osmi prodejnach uvedenych v nasledujici tabulce:

Prodejna Kufe (Ikg) Poli¢an (lkg) Miléko (11)

A 59,90 199 13,90
B 59,90 215 13,90
C 56,90 185 11,90
D 56,90 209 9,90
E 59,90 183 12,50
F 55,90 159 9,70
G 58,90 209 9,90
H 58,90 209 9,90

b) Ur€ete medidn a modus cen 1kg poli¢anu uvedenych v tabulce.
c) V které prodejné koupime nejlevnéji 1,5kg mrazeného kufete, Ikg poli-
¢anu a 3 litry polotuéného mléka?

Uloha 249 9.2
Necht' a je pravdépodobnost toho, Ze pfi souasném hodu dvéma hracimi
kostkami bude soudet poétd ok na jejich hornich sténach roven 7. Necht' b
je pravdépodobnost, toho, ze pfi souasném vybéru dvou karet ze souboru
32 karet, (po osmi kartach kazdé ze 4 rliznych barev) budou obé vybrané
karty téze barvy. Necht' c je pravdépodobnost toho, Ze nahodné vybrané
dvojciferné Cislo je délitelné CtyFmi.

Usporadejte Cisla a, b. ¢ podle velikosti.

Uloha 250 9.3
Statisticky soubor o rozsahu 1000 statistickych jednotek vySetfujeme z hle-
diska jistého kvantitativniho znaku x. Vzestupné usporadané hodnoty
znaku x pro jednotlivé statistické jednotky jsou

Xy, x2, £3, ..., x\ 000
Pfedpokladejme, Ze se hodnoty znaku x 1 vdech jednotek vySetfovaného
souboru zvétsi o 5. PopiSte, jak se zméni tyto charakteristiky znaku x:
a) aritmeticky primér b) median
€) modus d) smérodatna odchylka



RESENI OTEVRENYCH ULOH

1 Ciselné mnoziny

Re3eni Glohy 12

Z Cislic na misté jednotek v obou Cinitelich zjistime, Ze prvni hvézdicka
zprava nahrazuje Cislici 7. ProtoZe oba Cinitelé jsou délitelni deviti, je deviti
délitelny i jejich soucin n a jeho ciferny soucet S(n). Ozna¢me c¢ hledanou
Cislici v Cisle n. Plati:

S{N)=4+1+1+5+2+2+6+Cc+9+5+8+8+4+7+7+3+7=79+¢C

Protoze 0" ¢ ™ 9, plati 79 S(?i) ~ 88. Odtud vyplyva, Zze S(n) = 81.
Proto c= 2
Prvni hvézdicka zleva nahrazuje €islici 2.

Regeni ulohy 13

Necht' n je libovolné pFirozené Eislo.

a) 2n(2n + 2) = 4n{n 4-1)
ProtoZe jedno z Cisel n, n + 1 je vZdy sudé, je €islo 4n(n + 1) délitelné
osmi.

b) 2n(2n+ 2)(2n + 4) = 8n(n + I)(n + 2)
ProtoZe jedno z Cisel n, n+1 n + 2 je vzdy délitelné tfemi, je Cislo
n(n + 1)(n + 2) délitelné tfemi. Cislo n(n + I)(n + 2) je navic sudé
[viz &@)]. Proto je Cislo 8n(n + I)(n + 2) délitelné Ctyficeti osmi.@

Reseni Ulohy 14
a) Pdvodni cena 11 nafty: a K¢
Cena po 10% zdrazeni: (1,1 a) K¢
Cena po nasledném 8% zlevnéni: (0,92 «1,1 +a) KE = (1,012 «a) K&
11 nafty byl po 8% zlevnéni drazsi nez pfed 10% zdraZenim, a to 0 1,2 %.
b) Cena 11 nafty po 10% zdraZeni: (1,1 «25) K¢ = 27,50 K¢
Cena po nésledném 8% zlevnéni: (0,92 «27,50) K& = 25,30 K¢
Rozdil obou cen ie 2,20 K¢. 100 —x
¢) Oznacime-li x hledany pocet procent, plati —ﬂ’)‘o— 25,30 = 25, odkud
x = 1.19.
Cenu nafty by bylo tfeba jeSté snizit priblizné o 1,19%.

Shirka tloh
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Reseni ulohy 15
Dikaz provedeme matematickou indukcf.
1 Pro n =1 dokazované tvrzeni plati, nebot 13+ 5-1= 6.

2. DokéZeme, Ze z platnosti tohoto tvrzeni pro pfirozené Cislo n —k
vyplyvd jeho platnost pro n = k + 1.
Predpokladejme tedy, Ze Cislo k3+ 5k je délitelné Sesti, a zkoumejme
délitelnost Sesti Cisla (k + 1)3+ 58+ 1):

A+ 1)3+ 5{k+ 1) —k3+ 3k~+ 2k+ 1+ 5k+ 5—
= k3+5k+ 3(k2+k+2) =
= (k3+5k) +3[k(k+ 1) + 2]
Cislo k3+ 5k je délitelné 3esti podle pFedpokladu a protoZe jedno z isel

k, k+ 1 je vzdy sudé, je rovnéz Cislo 3[k(k + 1) +2] délitelné Sesti.
Cislo (k + 1)3+ 5A + 1) je tedy délitelné Sesti.

Reseni ulohy 16
a) Hledana kvadraticka rovnice x2+ px 4-g= 0 ma koreny t\ —3—4i,
2= 3+ 4i. Jeji koeficienty p, q uréime pomoci Viétovych vzorc(:

p——ii +¢2) —3—4i+ 3+ 4i) —b6
q—t\ m2— (3 —4i)(3+4i) =9+ 16= 25
Cislo t —3 —4i je kofenem kvadratické rovnice x2—6x + 25 = 0.
b) u=5i—5-(cos + isin|tw
u 5i 5i ¢ (3 + 4i) —20+ 151 _ 4 3.
r 1=3“4i=(3-4i)*(B+4i)= 9+16 =“5+51
11 /16 9 n=m
M- Vv25+ 25“ 1
Cislo p je komplexni jednotka.

Reseni dlohy 17
a) \\=y/1+3=2
Pro argument ip Cisla z plati cosip — sin® ——9", proto ip=
z =2(cos| k+ isin|t) = 2(cos240° + isin 240°)
b) z3= (-1 - \/3i)3= —(1 + \/3i)3 -
=-[1 +3-VSi+3-3-(-1)+ 3v/3m-i)] = 8
z3—23m[cos (3+| Q) + isin (3 mx) | = 8(cos 4t + isindn) = 8



Saabo = \ava= \ m\0B\eva = \ ¢8¢\/3 = 4\/3

[[(-1-V 3i)+8 +0]=]-|V 3i.

2 Algebraické vyrazy

Reseni Glohy 40
a) Necht n—1, n, 7+ 1, n+ 2, kde n6 N, n > 1 jsou libovolng Ctyfi
po sobé jdouci pfirozena Cisla.
fi—D)+(hT2)—2n+1
|(n+ 1)2—21= |n2+ 2n+ 1-—11=2n+ 1
Oba vyrazy se skute¢né rovnaji.
b) Necht n —3, n—2. n—1,n,n+ 1, n+2, n+3 n+4, kde n £ N,
n > 3, je libovolnych osm po sobé jdoucich pfirozenych Cisel.
@ =3+ 7"+ @+ )"+ g+ 3" =
= TR—617+ 9+ 112+ 12+ 477+ 4+ TR+ 677+ 9 =
— AT T AT T 22
(7- 2)2+ (77- )2+ (77+ 1)2+ (77+ 4)2=
—TR—+ 4+ 72 —=217-f1+ TR+ 2171+ 1+ 72+ 87+ 16 =
—A4[7" & 47T 22

Opét se oba vyrazy rovnaji.

Reseni dlohy 41
a) Jmenovatel zlomku se nesmi rovnat nule:
s(s+2)—8" 0
s2+ 2s- 8# 0
(s+4)(s-2)"0
Dany vyraz ma smysl pravé pro s GR\ {—4,2}.

SbYiVabtoh*
Matematika 59



b) Za podminek s —4, s~ 2 plati:
7s—44-252  2(52+ |s-2) 2(s+4d)(s-x) _ 2s 1
5(6+2)-8 “ (s+ 4)(s—2) (s+ 4)(5—2) s-2
¢) Dosazenim €&isla s = /3 do daného a upraveného vyrazu dostaneme:
713 -4 +2-3 _ A3 _+2 _ (713 +2)(2/3 +5) _
/3(/13 +2)-8 _ 2/3-5~ (2/3-5)(2/3+05)
39/3+52 39/3 + 52

= —3/3 4
2/3-1 _ (2/3- 1) (X3+2) = 3/3 +4= 4
/3-2 (13-2)(13 +2) -1
Oba vysledky jsou stejné,
d) Resime nerovnici
25+ 4)(s-%)
(s+4)(s- 2
Pro kazdé s£ R\ {-4, 2} je tato nerovnice ekvivalentni s nerovnici
s- 4" o
s-2 ~
ReSeni ur&ime ze schématu:
+ + +

-4
Dany vyraz ma nezapornou hodnotu pravé tehdy, kdyz

se (—o0,-4) U(-4,|) U(2 00).3

Reseni ulohy 42

Upravime levé strany danych rovnosti:

at+b—3¢ a-—36+c —Ba+b+c_—a—b—c
3 ~+ 3 + 3 “~ 3
d+b+c

x—a)+(X—b)+(x—Cc)=Zx—(@a+b+c) =

N
atb+c_ aip+g=o0

Shirka Uloh
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(x+a)2+ (x+ 6)2+ (x +¢)2- (a2+ 62+ c2) =
= 3x2+ 2x(a + 64-¢) =

ad b+c adbdc .
=3 412 e omes — (a4 bac) —
—(04-64-c)2+(3"N+2+ = (04"b4'c

V8echny tfi rovnosti plati pro libovolna realna Cisla a, 6, c.

Reseni ulohy 43

a) Pro rovnostranny trojuhelnik ABC plati a=b=c¢, s=—, a proto:

S = yl§[s —a)(s —b)(s —¢) = . (3a~a| =\ IGa v

b) Pro rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB plati a = 6,
2d 4“c
s= "~ -—, a proto:

S =\/s(s ~ «(«- b)(s- c)-
204c /ia+c 2a4c _
2 'V 2 "=
J2a+c.(cg“ 2a—C jc2(4a2—c2) ¢ c
VvV 2 \ 2 2 ' 16 “ 4
Reseni Glohy 44

a+3b » a—3b a24 362
(a- b2 ' ad2- 62 (a- h)2

(a 4-36)(a 4-6) 4 (a —36)(a—h) (a—b)2

(a- 6)2(a+ 6) a2+ 362
2(a2+ 3h2) 2
(a+ 6)(a24-362) a46
r- a+6 2 1
lize -——--- =2. — =
Jestllize 5 potom 6

'2 .

Shirka uloh
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Reseni ulohy 45
a) Vyraz h(x) je definovan pro vSechna x GR, pro ktera plati
X2+ 470, x2- 2x™ 0, 2x- 420, r -4/ 0, x—2"0, x" 0,

Cili pro v8echna x GR\ {-2,0,2}. Tedy M= R\ {-2,0,2}.
b) Pro viechna x G M plati:

4 4+ a2 X —2
)= i 2a(a —2) x2—4 X
X —2 2X X —2
X—2 {x—2)(x+ 2) X—2)(x +2) x
2
X+ 2

c) Aby pro celé Cislo x byl zlomek roven celému Cislu, musi

+2
byt x + 2 G{—=2,—1,1,2}, tedy x G{—4, —3,—1.0}. Protoze pro Cislo
X = 0 neni vyraz h(x) definovan, hledanou mnoZinou je mnoZina
{-4,-3,-1}.

d)

Reseni ulohy 46
a) Postupné dostaneme:
m3+ 63=0
(m + 6) m(m2—6m + 36) = 0
m+6=0 V m2—6m+36=20
Rovnice m +6= 0 m4 kofen rn\ = —6.

Pro diskriminant D kvadratické rovnice rm2- 6ém +36 =0 plati
D —36- 436 = -108, koreny této rovnice tedy jsou

m23=«xNAdEM = 3=*3V3i.
Dana rovnice ma tfi komplexni kofeny:

my = —6, m2—3+ 3\/3i, nPh=3—-3\/3i

Shirka Uloh
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m3+ 216 36
m +
orn —30 m — 6

(m + 6)(m2- 6m + 36) m- 6 m+ 6
5(m —6) mr —6m + 36 5

Dany vyraz ma smysl, pokud m -6y 0 a zaroved m2—6m + 36 70.
Z Casti a) vime, Ze kvadraticky trojélen m2—6m + 36 je nenulovy pro
kazdé m G R Dany vyraz mé tedy smysl pro vSechna redlnd m 7 6.
36 m~ —6m + 36
m+ —-—-- = — —
m - 6 m — 6

Protoze rovnice m2—6m + 36 —0 nema zadny realny koren, je Citatel
posledniho zlomku kladny pro kazdé m € R
Zkoumany vyraz je proto kladny praveé tehdy, kdyz m —6 > 0, tj. pravé
pro m > 6.

Redeni ulohy 47
Plati

XA—XS —7x2= (x2—3x + a) m[x2+ bx —2) | cx + 2,

tedy

X4—x3—7a2 = X1+ (6—3)x3+ (a—36—2)x2+ (ab+ 6+ c)x + (—2a + 2).
Porovnanim koeficientli u x3, x° a x1 postupné dostaneme 6—3 = —1, tedy
6—2, —2a+2=0,tedy a=1, a a6+ 6+ c= 0, odkud

C=-6- 12= -8

Reseni tlohy 48

a)

b)

©)

Jedinou podminkou je xyO; vyraz pod odmocninou je totiz pro kazdé
ry O kladny.
(x2+ 1) mx| = O pouze pro x = 0O, ale pro x = 0 neni vyraz V(x)
definovan. Neexistuje tedy Zadné x & R pro které by dany vyraz mél
hodnotu nula.

Pro kazdé x y O plati:
+ X2+ 1) ¢|x
VO = (22+ 1) mx (x2+ 1) *Ix]
X4—2x2+ 1 4x2 Ix4+ 2x2+ 1
XV & +42 1\ 4xn
(x2+ 1) x| (x2+ 1) o] _ (x2+ 1) *[x]
X2+ 1 x“+ 1 x2+1 7
ox 2X 2|x|

(x2+ 1) ¢|x[2°2 2x2 _

2X
X(x2+ 1) X

Shirka uloh
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Reseni ulohy 49

@+h(a+2 @©4ND@4s3) (asd2(a+?3

04 342a(a42)4q+1 2a- 46044
@+ D(a42)(a+ 3 @+ (a4 2)(a 43
2(a 41)(a 42) 2

@4'h(as2)(as3) as3
pro a”™—,a7™—=2 am™-s.

2 . o . . -
Zlomek i je pro celé Cislo a roven celému Cislu pravé tehdy,

kdy? a 4 3 G{—=2,—1,1,2}, tedy a € {—o, —4, —2, —1} ProtoZe pro Cisla
a———2 a a= —1 nemd vyraz U(a) smysl, je jeho hodnota rovna celému
Cislu pouze pro cela Cisla a E {—o, —4}.

Reseni tlohy 50
. . } a ¢ , .
UvaZujme libovolné dva zlomky % 2’ které Ize podle predpisu dvou ka-

maradi seéist; a, 6. c, djsou realna &isla, b700. d 720, b 7" —4.
Mame zjistit, kdy plati

Ekvivalentnimi Gpravami postupné dostaneme:

a4c ad46e
64d 2bd
2abd 4- 2bcd —abd 4- b2c + ad2 4- 6¢cd

abd —ad24-bcd —b2c = 0
ad(6—d) 4-6¢c(d —b) =0
6—d)(ad —6c) = 0
6=d V ad= 6

Zkoumana rovnost plati pouze pro zlomky se stejnymi jmenovateli a pro
zlomky, které se sobé rovnaji a jejichz jmenovatelé nejsou Cisla navzajem
opacna.



3 Rovnice a nerovnice

Reseni dlohy 82

Pro kazde x € (—,1) plati x —1" 0, aproto X —1 = —~x + 1

Interval (—1,1) rozdélime bodem — na dva intervaly; v kazdém z nich
vyfeSime danou nerovnici zvIast.

1 Pro x £ (—1,—) upravime danou nerovnici postupné takto:
X+ X2—3x+ 2/ +2|x- I~ (x-1)2
X+X2- (83X —2)+2(—~x+ 1< (x-1)2
Ix N 3
X< --
x G(-00,-f) n(-i, -f)=<4,-}>
2. Pro x G(—},1) postupné dostaneme:
X+ X2—3x + 2| +2x =~ (x—I)2
X+ X2—3Bx+2)+ 2(—x+ )™ &~1)2
—2x "1
X > —2=
x G(-f,00) n(-],i) = <+, 1)

MnoZina v3ech feSeni dané nerovnice v intervalu (—1.1) je

Re3eni Glohy 83
Dané rovnice m& mit dva kofeny, proto p ~ 0. Kofeny jsou:

—Bp + 1+ y/(5p —1)2—4p(4p —1) _

Xi,2 — P
-op+1+(3p- 1
2
Proto
[X2- xi|= b -3
a hledana p jsou kofeny rovnice
neboli kofeny rovnic
b -3=1 a n” 3=-1.

Vyhovuji pouze Cisla p\ = » a p2—?

Shirka uloh
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Reseni Glohy 84
Danou rovnici upravime na tvar:
(a+ 2)x ma—2
a) Tato rovnice nema FeSeni pouze pro a= —2
b) Pro kazdé a/ —2 ma dana rovnice pravé jeden kofen

a—2

Q +2

PFi zjistovani toho, kdy je tento kofen nezaporny, miZeme postupovat
napf. takto:

@—=2"0 A a+2>0) V (a-2"0Aa +2<0)
a G (—e0, —2) U (2, 00)

a—2
©) u+ 2 <0
aG(-2,2)
Reseni Glohy 85
a) \Ix —1+ x —3
Va: —1 —3 —2

X —1—9—62+ x2
0= (x—2)(x —H)
Xi =2 x2—5
Zkouskou zjistime, Ze feSenim dané rovnice je jen xx = 2

¢) Zgrafu funkce / vycteme, Z2e D/ = (l,00), Hy = (0,00).

Sbirka dloh
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d) Z grafu funkce / vidime, ze /(x) <2 pro x G (1,5).
Vypoctem pro kazdé x G D/, tedy pro kazdé x ~ 1, dostaneme:

Vz —1<2

X-1<4
X<5
x G (1,5)

Reseni ulohy 86
a) Usporadané trojice (0,2,2) i (1,2,1) FeSi prvni dvé rovnice dané sou-
stavy. Dosadime je do tfeti rovnice:
4-0+6-2+c-2=14
4-1 +b-2+c- |1 =14
Odecteme-li druhou z téchto rovnic od prvni z nich, vypocteme c = 4
a dale b=3.
b) X+ y+ z=4
X+ y42z1 —6
Ix + 3y+ 4z =14

Odecteme-li od druhé rovnice dvojnasobek prvni rovnice a od tfeti rov-
nice Ctyfndsobek prvni rovnice, dostaneme soustavu:

X+y+z—4
-y:-2
-2 = -2

VSechna jeji feSeni ziskdme takto:

y = 2, x volime libovolné, z=4—x —y=4—x—2=2—x

Redenimi jsou tedy pravé viechny trojice (x, 2, 2—x), kde x GR
c) 2= 2—x —0, odkud x —2.

Jediné fedeni (x,y,z), pronéz z = 0, je (2,2,0).

Reseni tlohy 87
Danou rovnici upravime na tvar:

2{p- Dix| =p2- 1
Je-li p= 1, je jejim feSenim kazdé realné Cislo x.
Pro py 1 provedeme dal3i Gpravu:

M=i(P+1
Je-li p ——1, mé& dané rovnice jeden kofen x = 0.
Je-li p>—1, p" 0, py 1j mé dand rovnice dva kofeny x\ = —(p+ 1),

«2 = h(P+ I)e
Je-li p < —41. nemé dand rovnice Zadné feSeni.
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Shirka tloh
Matematika

Re3eni Ulohy 88

Hraniéni kfivkou mnoZiny vdech bodl [x,y\, pro néZz y > x1+ 2x —3, je
parabola y = x2+ 2x —3. ProtoZze x2+ 2x —3 = (x + 3)(x —1), protina
tato parabola osu x v bodech [-3,0], [1,0]; osu y protind v bodé [0,-3].
Vrcholovy tvar rovnice uvazované paraboly je y +4 —(x + 1)2, proto ma
vrchol v bodé [, —4].

Mnozina vSech bodl [x.y], pro nézZ x —y + 5~ 0, je polorovina s hrani¢ni
pfimkou x —y + 5= 0 a vnitinim bodem napf. [0, 0].

Grafické zndzornéni mnoziny vSech feSeni dané soustavy nerovnic:

Reseni tlohy 89
Pdvodni odlitek byl z x kg stfibra a y kg médi. Zastoupeni stfibra po prvnim
pFetaveni vyjadfuje rovnice

x+5 _ 60
Xx+y+5 100"

vysledku druhého pretaveni odpovida rovnice

X+5 _ 48
x+y+ 10 100

Upravou ziskame soustavu rovnic
3y - 2x = 10,
12y —13a; —5,
z niz vypocteme x =7 a y —8.
V plvodni slitiné bylo (~r «100) %, tj. 461 % st¥ibra.



Reseni tlohy 90
a) Pro a = 0 nema dana rovnice zadné feSeni.
Pro a 0 jde o kvadratickou rovnici s diskriminantem
D = a2 —20a = a(a — 20).
Tato kvadraticka rovnice ma dva rlizné realné koreny pravé tehdy, kdy?z
D = a(a—20) > 0, tj. pro a G (—e0, 0) U (20, 00).
b) Koreny dané rovnice pro a G (—eo0, 0) U (20, 0o) jsou

—a + \/a(a —20) —a —\j a(a —20)
. 2e----" a7 !

Mame urcit, pro ktera a G (—0,0) U (20, 00) plati 2xi = 22, nebo
2x2~ 2j.
Zkoumejme nejprve prvni moznost 2x\ = 22:
—a + \Ja(a—20) —a—\a(a —20)
a 2a
—2a+ 2+\Ja(a m20) = a yja(a 20)
3eyja{a - 20) —a

Pro a G(-00,0) posledni rovnost platit nemdzZe.
Pro aG (20,00) ji umocnime na druhou:

9(a2 -20a) = a2
a(Ba- 180) =0
a—0" (20,00), a=f G(20,00)

Druhd moznost 222 = 21:

—a —yla(a —20) —a+ yja(a —20)
a 2a
—3eyja(a —20) —a
Tato rovnost nemze platit pro a G (20, 00).
Pro a G (—ec,0) dostaneme po Upraveé:
a(8a- 180) =0
a=0"(—000), a= $ (—000)

Dana rovnice ma dva realné kofeny, z nichz jeden je dvojnasobkem dru-
hého, pouze pro a =

Shirka uloh
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Re3eni ulohy 91

Za dvé hodiny ujela auta dohromady (220 —4) km, tj. 216km, za jednu
hodinu 108 km. Rychlejsi auto jelo rychlosti x km/h, pomalejsi rychlosti
(108 —x) km/h. Re$ime rovnici:

220 220 55
108—x x + 60

4 _4 1
108—x x + 60
240x = 240(108 - x) + x(108 - Xx)
X2+ 372x - 25920=0
x\ = 60, X= —432

Rychlejsi auto jelo rychlosti 60 km/h, doba jeho jizdy byla ~ h, tj.
3h 40min. Do cile dorazilo v 11:40.

Re3eni ulohy 92
Postupné upravujeme:

1—y/x4—x2=x2—2x+ 1
2X—X2=yjx4—x2 /2
x2(2 —X)2=x2(ar —I)
X2(4—4x+x2—x2+1) =0
x2(5—4x) = 0
x\ =0, X2 =|
ProtoZe jsme pouzivali ddsledkové Gpravy, provedeme zkousku:
HO0) =2, P(0) = 0; f) = f, D =]

Jedinym kofenem dané rovnice je Cislo |.

Shirka uloh
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Reseni tlohy 93

Ozname \AB\ = am, \BC\ = 6m; podle zadani plati a > h.

a) Resime soustavu rovnic:

b)

c)

2(a+ b) = 28
a2+ b2= 102
a+6 14

02+ (14-a)2= 100

a+b=

14

a2—l14a+48=10

a+6—14

(a—6)(a —8) =

Redenim je dvojice (ai,6i) —(8,6) a dvojice (a2,62) = (6,8); podmince

a > b vyhovuje pouze prvni z nich.
Dévcata musi ujit 8m, chlapci 6m.
Resime soustavu rovnic:

2(a+ b) =28
6 _ 2
a 3
2a + 26 = 28
2a= 36
2a= 36
56 = 28
6= 56
a=284

Dévcata musi ujit 8,4m, chlapci 5,6 m.

Re$ime soustavu rovnic:
2@+ 6)=28
a6 —45
a+6=14
a6= 45

Resenim je dvojice (aj,6i) = (9,5) a dvojice (a2,62) = (5,9); podmin-

ku a > 6 splfiuje pouze prvni z nich.
Dévcata musi ujit 9m, chlapci 5m.

0
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Reseni dlohy 94
a) Oznatme v metr( vysku reflektoru nad silnici a d metr( vzdalenost muze
od stozaru ve chvili, kdy byl jeho stin dlouhy 10,8 m.

Podminky Ulohy zachytime v nacrtku:

d

Ze dvojice podobnych trojihelnikd RPSi a H\M\Si a dvojice podob-
nych trojuhelnikd RPS2 a H2M2S2 dostaneme soustavu rovnic:

v 18
d+ 10,8 ~ 10"
v _ 18

d- 90+ 4,8 ~ 48
Upravou ziskdame soustavu linearnich rovnic

10,8c = 1,8d+ 19,44,
4,8u = 1,Sd —153,30,

z niz vypocteme d = 162, v = 28,8.
Vyska reflektoru nad silnici je 28,8in.
b) Oznaéme x metrl vzdalenost muZe od paty stozaru ve chvili, kdy bude

jeho stin dlouhy 1m. Podobné jako v €asti a) dostaneme ze dvojice
podobnych trojihelnikd rovnici

288 = L8, odkudcr  x = 18¢

X+ | 1
Z Casti a) vime, Ze la zaCatku byl muz od paty stozaru vzdalen
162m a ve chvili, kdy je jeho stin dlouhy 4,8m, je tato vzdalenost
(162 —90) m = 72m.
Aby stin muze byl dlouhy 1m. musi ujit jeSté 57 m.

Shirka uloh
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Reseni ulohy 95
a) Jestlize z=x 41y, x,y 6 R potom z =x —|y.
Dosazenim do dané rovnice dostaneme:

(X +iy) + (x- iy) m2+ i) = (x + iy) &(x - iy)
(Bx4y)+ie(x-y) =x2+y2

Porovnanim realnych a imaginarnich Casti ziskdme pozadované rovnice
pro realné neznamé x,y\

X +y=x2+y2

X—y=20
Dosadime-li x =y ze druhé rovnice do prvni, obdrZime

4x = 232,

odkud ei =0, X2~ 2, adale Y\ - x\ =0, 2= X2= 2
ReSenimi dané rovnice jsou komplexni Cisla z2\ —0, 2= 2+ 2i.
b) Rowvnice 3x + y =x2+ y2 je rovnici kruZnice, jeji stfedovy tvar je

rovnice X —y = 0 je rovnici pfimky:

y

Spole€né body obou kfivek jsou obrazy FeSeni dané rovnice.

Re3eni tlohy 96
Otec sdm natfe plot za x hodin, syn za y hodin. Plati

Shirka uloh
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Sbirka uloh
74 Matematika

Pro neznamé u - o = dostavame soustavu linearnich rovnic

y
0u+ 9v=1,
8u4l2v=1
sfeSenim u=1i, v— Proto x = 16, y = 24. Otec se synem spole¢né
zvladnou za jednu hodinu 4 ukolu, tj. ukolu.

Spolecna prace bude trvat  hodiny, tj. 9 hodin a 36 minut.

4 Funkce

Reseni ulohy 119
a) Graf je na obrazku
Vpravo.

b) Z grafu je vidét, Ze
mnoZina M vSech fe-
Seni dané rovnice za-
visi na parametru ¢
takto:

c<0 M=20
c—o0 M= {-5,5}
ce (05) M={-5-— —5+¢5-¢c 5+¢c}
c=5 M= {-10,0,10}
c>5 M= {-5-c, 5+ c}

Re3eni dlohy 120
a) Df = R\{0}, Df=R
b) ReSime exponenciélni rovnici:

3N = (vhy-41

3Nn=3n

6+x _x+1

X 2
X-x-12=0

Xi =-3, x2=4
Rovnost f(x) =g(x) plati pro x € {-3,4}.



¢) Resime nerovnici:
x+1

ZhN(yl3)

6+x x+1

—X2+ X + 12

>0
13 2X
-{x-4)[x + 3)
2X
Ze schématu
+ +

-3
vidime, Ze nerovnost f(x) ~ g{x) plati pravé pro viechna

X € (—o0,—3) U (0,4).
d) Graf funkce g:

Redeni Glohy 121

a) Pfedpis pro funkci / -1: Pfedpis pro funkci g I:
x=\y+1 X=3y+6
[ 1l:y=2x-2 g l:y=\x-2

Shirka tloh
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b) Prdsedik grafd funkei /, g 4[-2,0].

Prasecik grafd funkei f~ 1, g~x: C[0, -2],
Prhse¢ik D grafd funkci /, f~1:

\x + 1=2x —2, odkud x —2; tedy DI[2, 2].
Prisecik B grafd funkci g, g~I:

Ix —2=3x+ 6, odkud x = —3; tedy B[ -3, —3].
Délky Uhlopricek:

\AC\ = \/22+ 22=2\/2, |BD| = /0 2+ S2= 52

Reseni ulohy 122

a) ProtoZze x1+2x- 3=0jenpro x =—3ax =1, je
D/ = R\{-3,1}.
Pro kazdé x G D/ plati
2 _s) _ 2xX(x 1) _ 2x _ 2(x+3-6_ 6
X2+ 2x -3 (x+3)(x—1) x+3 X+ 3 X+ 3

Predpis pro funkci / proto miZeme psat ve tvaru:

S-y =2~ x h "’ xeR\(~31}

Grafem funkce / je hyperbola, z nizZ je ,,odstranén* jeden bod:

Shirka Uloh
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b) Dy—= H/ = R\{i,2}, Hy-i = D/ = R\{-3,1}
Pfedpis pro funkci f~ 1:

2y_
y+3
Xy +3x =2y
33X —y(2—x)

Redeni Glohy 123
a) Hmotnost pisku tvofi ~-100%, tj. 95% celkové hmotnosti bedny
s piskem.

b) Prazdna bedna ma hmotnost 10kg, coz ma byt 25 % celkové hmotnosti.
Pisek ma& mit tedy hmotnost 30kg. Proto je tfeba z bedny odebrat
(190 - 30) kg, tj. 160kg pisku.

c) Odebereme-li z pIné bedny xkg pisku, zbude v ni (190 —x) kg pisku

a bedna s piskem bude mit hmotnost (200 —x) kg. Hmotnost pisku pak

bude tvofit ,}gg-‘i— 100% celkové hmotnosti bedny s piskem.

Hledana funkce je dana predpisem
*100, x € <0,190).

d) Funkéni pfedpis z bodu ¢) upravime.

tedy

Grafem je ¢ast hyperboly:

100

O 100 1901 200 &

Sbirka dloh
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Redeni dlohy 124

a) Ozna€me x dm délku nejkratsi hra-
ny kvadru, tj. jeho vySku. Objem
V dm3 truhly je souctem objem(
kvadru a poloviny valce:

V =X -2x ®x + \ mx2 X =
= 2(4 + Ti)x3
b) Pro povrch S dm2 truhly plati:
S =2-(XmMX) 4-2{x*4x) 42X WX + 2 o + XX *4X =

= 5(4 + Tija2
Nerovnosti
3 i 300 < S < 800,
postupné upravime:
300 < 5(4 + Ti)x2 < 800
60 < x% < 160
4+ 7T 4+ 7
60 160
< X<
4+n 4+ 7
Protoze
60 160
4= 2,90, 4+ 4,73,

je definiénim oborem uvaZované funkce interval (2,90; 4.73) - krajni
body jsou uvedeny pfiblizné.

c) Pro povrch vika plati
2 «tjTtar + Tixe4x = 80w odkud x = 4.
Rozmeéry kvadru jsou 4dm, 8dm, 16dm.

Reseni ulohy 125
a) Necht a,b,c€ R a>0, b>0,¢>0 b 1 ¢/ 1 OznaCime-li
logf, a ~ X,

pak s pouzitim definice logaritmu a pravidel pro pocitani s logaritmy
mdZeme postupné psat:

bx = a
I°gct = 1Qca
x mlogcb = logca
_ IQgca
loge a
logha =
ogha loge b

Shirka Gloh
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b) Svyuzitim dokazané rovnosti pfevedeme vSechny logaritmy na logaritmy
se zdkladem 2 a pak déle upravujeme:

logy2x + 3 log2x + logi x = 2

loS2V2J g2 + log2| _2
+31«* + N =2
2log2x + log2x - 1=10

Substituci y = log2x ziskdme kvadratickou rovnici
2y2+y—1=10, odkud y——1 nebo y=|.

Tedy log2x ——1 nebo log2x = |, Cili x =| nebo a = \/2.
Mnozinou vSech FeSeni dané rovnice je mnozina {" \/2 }.

Regeni alohy 126

V8echny Udaje ze zadani jsou vy-
znaCeny v obrazku.

Body P, P' lezi na parabole
y=—x2+8 a jejich y-ové
soufadnice jsou rovny Cislu —8.
Snadno vypocteme x-ové sou-
fadnice téchto bodd: P[—8, —§],
P'[8,-8].

Odtud: V[—16, —8], V'[16,-8].
»Teckovand“ parabola, jejiz €ast znazoriuje lavku, je grafem funkce, kterd

je dana predpisem tvaru y = kx2. Napfiklad dosazenim soufadnic bodu V
dostaneme —8 =k ¢(-16)2, odkud k ~ —.

Hledana funkce je
y=-~x2 xG (-16,16).

Redeni Glohy 127
Cislo x je FeSenim rovnice cos (3x —jT) ——k pravé tehdy, kdyz
33X —| = |+ 2kn, kGZ nebo X— = |kt+2k% kGZ

tedy

24fc+ 11)4
X = '('""é'é"")'" kGZ  nebo | . (m 3619)K. HZ.



Sbirka Uloh
80 Matematika

I . oo (e 1w (24/c+ 19)c
Zjistime, pro ktera Cisla k € Z patfi €islo -——--—-—"—= resp. -—-—---—--—-

do intervalu ( -¢7t, | ©:
i N (24A4 1) " 54

~3 - ~36 T
-12 £ 24)c+ N1 < 45
-23 N 24c< 34
k £ {0,1}
- N (24k 4 19¢ 5
3="—=36 *< 4
-12 ~ 24fc+ 19< 45
-31 N 24k < G
ke{-1,0,1}
Dana rovnice ma tedy v intervalu (— | ©) pravé pét korend:
XD sen T T Wem xa D TFear o ser o aem

Redenfi Glohy 128
Pomoci substituce z = 4_sinl pfevedeme danou nerovnici
N —2sin x sind; _ 2 Q

na kvadratickou nerovnici a tu vyfeSime:

712- 2-2 <0
{z + N{z —2) <0
-1 <z<2

Cislo x je tedy feSenim dané nerovnice pravé tehdy, kdyz:
-1 < 4-sinx < 2
-1 < 2«2sin* < 2
ProtoZe pro kazdé x GR je 2-2s,na: > 0, je nerovnost — < 2_2sin,T spl-
néna ,,automaticky* a v feSeni pokracujeme takto:
2~2sinx < 21

—2sinx < 1
sing; > —&

Mnozinou vSech feSeni nerovnice sind: > —, a tedy také dané nerovnice,
je sjednoceni vsech intervald

(— £ "L+ 2y, kEZ



Reseni ulohy 129
Ze zadani vime, Ze uvazované paraboly jsou shodné a jedna z nich se rozevira
smérem nahoru a druha smérem dolli. Proto a= —1 a

h-y =—x242bx+ 5.
Nyni oba funkéni predpisy upravime:

fi:y={x+2)2+g- 4, /12: = -(*- b)2+5+ b2
Parabola, ktera je grafem funkce /i, ma vrchol Vi[—2, g —4] a parabola,
kterd je grafem funkce fo, ma vrchol 5+ 62]. Vrcholy parabol jsou

soumérné sdruzené podle osy y —1 pravé tehdy, kdyZ plati

Z—4) + (54-b2
—2=b a zaroven ¢ )+ ( )

2
odkud b=—=2 a =1—r= -3
5 Posloupnosti
Redeni Glohy 141
1 den: klikd
2. -5. den (celkem): §i+(f)2a+ (D& + ()4 Klika
G a 7. den (celkem): 4 [I(1)4*+ (s)2(1)4* klikd
Celkem: x4 8% (f e 1+t (I)4 (! +<' klikd

Plati tedy:
£4\x N r+3()4 'L+ =2315

L+1-W +H i4 P =2315
= 2315
x = 80
Kulturista proved! prvni den 80 klik(.8

Regeni dlohy 142
a) Pro kazdé n G N je n-ty ¢len dané posloupnosti roven:

60+ JIn - 3n2 (n+ 3)(20-3n) , y s
17+3 = n+i----—--- —20—3n = 17+ (n —1) *(3)

Posloupnost je tedy aritmeticka s prvnim €lenem 17 a diferenci —3.

Shirka Uloh
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Sbirka dloh
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b) Pro kazdé n € N plati:
sn=¢én(l1?+ 20- 3t) — —|n 2+

c) Kvadraticky vyraz z bodu b) upravime na druhou mocninu linearniho
dvojElenu:

S,

-l[(n2-f »)=-8[(» £)2- (¥)" =

37\2 , 1369

-1 (n-BY +1-W =-1(" . 24

Vyraz sn m& maximalni hodnotu pro takové pfirozené ¢islo n, pro které
je Cislo (n —3)“ nejmensi, tedy pro n = 6. Pfitom

1369 _ 1369-1 —
24 24 57

Reseni tlohy 143

Kdyby bylo €= 1, potom by z podminky a4 = 9a2 vyplyvalo ax = 0 a sou-
Cet prvnich éty¥ ¢lend by nebyl 80. Proto g* I-

Podle zadani plati

04-1
o1 "q—_ 5_ - 80, 1
ai<?3 = 9aig. 2

Druhou rovnici upravime na tvar

aig(<72- 9) = 0,
odkud
«1=0 nebo =0 nebo g=-3 nebo q=3

a) «i =0

Tato moznost nemiZe nastat, pro zadné g by nebyla splnéna rovnice ().
b) g- 0

Z rovnice (1) dopocitame ai = 80.
c) q—-3

Dosazenim do rovnice (1) dostaneme ai ¢8| ~ = 80, odkud «i = —4.
d)y =3

Tentokrat «i «81~% = 80, odkud «i

1
N

Uloha ma tfi feseni:
ai =80, q—0; ai = -4, q= =3; ai =2 9q=3



b) Pro kazdé «i G N plati:
sn = 8n(17 + 20 —3n) = —n 2+ 4fn

c) Kvadraticky vyraz z bodu b) upravime na druhou mocninu linearniho

dvoj€lenu:
s,=-I(n2-fn) -i[(n-f)2-(%¥) =
- 3 (, _ 31\2 . 3.1369 ._3 /_ _ 37\2 , 1369
— 2 \n 6 / ‘2 36 -~ 2r 6/ » 24

Vyraz sn ma maximalni hodnotu pro takové pfirozené €islo n. pro které
je Cislo (n —y")2 nejmensi, tedy pro n = 6. Pfitom

oo Aeife < e

£
u-

U

Reseni ulohy 143
Kdyby bylo g = 1, potom by zpodminky = 9a2 vyplyvalo ai = 0 a sou-
et prvnich &tyf ¢lenl by nebyl 80. Proto g~ 1
Podle zadani plati
. 01—1
ai ~ =80, Q)
q- i
ai"3=9aig. 2

Druhou rovnici upravime na tvar

aiq(q2- 9) = 0,
odkud
ai=0 nebo q=0 nebo g—~3 nebo q=3

a) ai -0

Tato moZnost nemiZe nastat, pro Zadné g by nebyla splnéna rovnice (1).
b) g=0

Z rovnice (1) dopocitame ai = 80.
c)gq=-3

Dosazenim do rovnice (1) dostaneme a\ m = 80, odkud ai = —4.
d qg=3

Tentokrat ai «—2 1= 80, odkud a\ = 2
Uloha ma tfi Ffeseni:

ai =80, q=0; a\=—4 ¢

1
&
2
1
N
¥o)
Il
w
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Reseni Glohy 144
Pfedpokladejme, Ze odvésny daného pravouhlého trojuhelniku méfi acm,
bcm a jeho pfepona méfi ccm, kde a < b < c. Oznacime-li d diferenci arit-
metické posloupnosti, jejimiz tfemi po sobé jdoucimi Cleny jsou Cisla a, 6, ¢
(v tomto poradi), plati
a=b- d, c=bh+d, d>0.

Z Pythagorovy véty dostaneme

(b—d)2+b2= (b + d)2, neboli b(b —4d) = 0.

Protoze b” 0, dostdvame b= 4d a dale a=4d —d = 3d, c —4d + d = 5d.
Podminka pro obsah znamena, ze “ab = 384, tedy:

| *3d +4d-- 384
d2=64
d=8

Odtud b=4d =32, c= 6+ d = 40.
Polomér kruznice opsané danému pravouhlému trojahelniku je roven polo
vingé délky jeho pfepony, tedy 20cm.

Reseni tlohy 145
a) Pro kazdé n £ N plati
an = 10-2n_1,
bn=1log (10+2n_1) = log10 + (n - 1) slog2 = 1+ (n —1) mog 2.

Posloupnost (bn)n-Li e tedy aritmeticka s prvnim ¢lenem 1 a diferenci
log 2

b) Soucet prvnich deseti ¢lentl posloupnosti (bn)*=1 je:
f 1+ 1+9log2) = 5(2+ 9log?2)
c) V oboru viech pfirozenych Cisel mame vyfesit soustavu nerovnic

21 51+ (n —1)log2 ~ 26,

neboli A
20 9% L .25
log 2 log 2
ProtozZe
20 + 1= 67,44 + 1—84,05
log2  ~ " log 2 e

jsou uvazované nerovnice splnény pravé pro ta prirozena Cisla n, pro
ktera plati 68 ~ n " 84.

V intervalu <21,26) lezi 17 ¢len( posloupnosti (bn)*=1.

Sbirka Uloh
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Reseni ulohy 146

a)

b)

c)

6

Vypocteme nékolik prvnich ¢lenli dané posloupnosti:
~ 4: B8 9 &4 5 )

Odhadneme, Ze pro kazdé n e N plati
1

Tento vzorec dokdZzeme matematickou indukci.

Pro n = 1 vzorec plati, nebot ai = 1—yj.

Predpokladejme, Ze dokazovany vzorec plati pro n =k, tedy ze
1

S vyuzitim tohoto indukéniho pfedpokladu a daného rekurentniho vzorce
vypolteme

coz jsme méli dokazat. ,

. _ . n . .
ProtoZe pro kazdé ne N plati n+l - < 1, plati pro kazdé
ne N nerovnost an+i < an, coZ znamend, Ze posloupnost je
klesajici.

Pro kazdé n GN plati O0<an” 1, proto je posloupnost
omezena.

Planimetrie

Re3eni tlohy 164
Necht’ napfiklad bod B leZi na Useéce AC. Oznatme E prlsecik Useéek CD
a B'C" (viz obrazek).



Trojdhelniky AED a AEB' jsou podle véty Ssu shodné. Obsah S prliniku
obou &tvercl je proto dvojnasobkem obsahu pravouhlého trojihelnik AB'E.
Plati

\AB'\ =a, \EB'\ = \B'C\ - \AC\ - \AB'\ =V2a-a =a(V2—1),

a tedy
5= 2- (| mAB'\ mM\EB"\) = a2(V2- ).

Reseni tlohy 165

a) Trojuhelnik S1S0S3 je rovnostranny se stranou délky 2r, 5 je jeho té-
Zi8té, proto
ISSj|= | (]-V3 +2r) = 8\/3r,
tedy

R = [5Ai| - |55i| + |Si-4i| = [>/3r + 1 = \(2y/1 + 3)r.

"3

niku A\A2A", proto pro vysku v tohoto trojuhelniku plati
v=f «AiS| = |[fi= 1(273 + 3)r.
JelikoZ v rovnostranném trojihelniku A\ A2A 2 plati
v=|\/3 «|.41.42|,
dostavame
[V 3-\VAA2\=i(2v/3 H3)r,

odkud
|AiA2] = (2+\/3)r.

Shirka tloh
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Reseni dlohy 166
a) OznaCme a délku strany Ctverce ABCD

(viz obrazek). Z podobnosti trojthelniki
AXL a ABC plyne

AX|=\Lx 171
IAX] \AC\
proto

AKX\ = VAX\-\AK\ =\a.

Analogicky z podobnosti trojihelnikd
CYL a CDA plyne

\LY\ =\a.

ProtoZze Ghly KXL a LYD jsou pravé,
jsou trojuhelniky KLX a LDY shodné
podle véty sus.

b) Plati
ISKLD\ = 180° - (\$KLX\ + \$YLD\).

Ze shodnosti trojuhelniki KLX a LDY vyplyva, Ze
\$YLD\ = \$XKL\,

proto \$KLX\ + \$YLD\ = 180° - \$KXL\ - 90°.

To znamend, Ze Ghel KLD je pravy.

c) Trojuhelnik KDL je podle a) a b) pravoluhly rovnoramenny, proto
\$KDL\ = 45°,

Redeni dlohy 167
Proved'me oznaceni podle obrazku.

Plati
7 = 180° - a - 8 = 104°50'.

Ze sinové véty pro trojahelnik ABC vypocteme



Z pravouhlého trojahelniku APC dostaneme
s+v = bsina.

Nyni jiz snadno urcime Sifku Feky:
sin i3

7 .
s—bsma—v=c- esina —v =
srny

sin41°20'
sin 104°50'

*s5in33°50'- 10 m= 140m

Reseni Glohy 168
Osy oi a @ Ghll ADC a ABC jsou rovnobézné a také osy 03 a 04 Uhld
DAB a DCB jsou rovnobézné. Priseéiky os oznaéme podle obrazku.

Protoze

\$BAD\ + \$ADC\ —180°,
je
\$.KAD\ + \$ADK\ = 90°,

odkud
\$LKN\ = \$AKD\ = 180° - 90° = 90°.

Zjistili jsme, Ze ¢tyfuhelnik KLM N je rovnobéznik sjednim Ghlem pravym,

je to tedy pravouhelnik.
Jestlize rovnobéZznik ABCD m4 dané rozméry, dostaneme z pravouhlych

trojihelnikd AKD a ABN:
\AK\ —\AD\ mcos 30°
\AN\ = \AB\ «cos 30°
\KD\ = \AD\ ®in30° = (6+\) cm = 3cm
\BN\ = \AB\ ®in30° = (12 ¢|) cm = 6cm
\KN\ - \AN|- \AK\ = (6V3 - 373) cm - 3\/3cm
\KL\ = \DL\ - \KD\ = |5iV| - \I<D\ = (6- 3)cm = 3cm

Obsah obdélniku KLMN je
\KL\ mA"Ar| = (3+3\V/3) cm2= 9\/3cm2.

6-"\/3) cm = 3V/3cm
(12 +|\/3) cm = 6\/3cm

Shirka Uloh
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Reseni tlohy 169
OznaCme c délku prepony a v vysku k pfeponé trojuhelniku ABC. Jelikoz
stfedem kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku je stfed jeho prepony,
plati ¢ = 2R. Odtud a ze skute€nosti, ze S = \cv, vypocteme
25 25 _ 5
V= 2R~ R
a) Rozbor:
Protoze \"ACB\ = 90°, lezi vr-
chol C na Thaletové kruznici k
sestrojené nad primérem AB;
\AB\ = 2R = 6cm.
Vrchol C lezi také na rovno-
bézce p s pfimkou AB. jejiz vzda-
lenost od AB je
5 _6cm2
R 3cm
Pfipomenme, Ze podle znamé Umluvy nepovaZzujeme v nepolohovych
konstrukénich lohach pfimo shodna feeni za rlizna - po umisténi
Usecky AB se zajimame pouze o FeSeni lezici v jedné z polorovin s hra-
niéni pfimkou AB.
Popis konstrukce:
1. GseCka AB; |AB|=6cm
bod O; O je stfed Usecky AB
kruznice k: k(0;3cm)
pfimkap\ p|| AB, vzdalenostp od AB je 2cm
body Ci,C2; Cx,C2e pDk
AABCi, AABC2

2cm.

o gk wN

ZkouSka:

Body Ci, C2 leZzi na Thaletové kruznici nad prlimérem AB. proto
\<$ACI B\ = 90°, \iAC2B\ = 90°.

Body C], C2lezi pfimce p robnob&Zzné s pfimkou AB, ktera je od AB
vzdalena 2cm, proto vySky k pfeponé v trojuhelnicich ABC\ a ABC-y
maji délku 2cm.



Obsahy obou sestrojenych trojahelnik{ jsou
| *\AB\ -v —| m6cm m2cm = 6cm2.
Uloha ma dvé Fedeni.
b) Podet Feseni zavisi na poctu spoleénych bodl pfimky p a kruznice k.
Je-li v > R,tj. S > R2, neméa Gloha Zadné feSeni.
Je-li v = R,tj. S = R2, méa tloha 1 FeSeni.
Je-li v <R,tj. S <R2, mé lloha 2 FeSeni.
c) Trojuhelnik ABC je rovnoramenny pravé tehdy, kdyz v = R, tedy pravé
tehdy, kdyz 5 = R2.

Reseni Glohy 170
Ozna€me nékteré body v daném Cctverci podle obrazku:

Obsah S lichobé&Zniku ABCD vypocteme podle vzorce

sC A E £ m .IGHI

Plati:
\GH\ —\\EF\ = (i *8v'2)cm = 2V2cm

\AB\ = 2\GH\ = 4\/2cm
Trojuhelniky DCE a ABE jsou podobné, proto

\DC\ _ \HE\
\AB\ ~ \GE\ 5
odkud
\HE\ -\AB\  (|-8V5)-4v2 8 .
11 \GE\ Tgvz Mg o™
Obsah lichobézniku ABCD je
4. [2+Ffvn
S = I4. v cm2 4—300m2.

Shirka Uloh
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Reseni tlohy 171

Oznatme M bod, v némZ se koule odrazi od hrany AB, a N bod, v némz
se odrazi od hrany BC.

Pfimky KM a MN jsou osové soumérné podle pfimky AB a pfimky MN
a ND jsou osové soumeérné podle pfimky BC.

Popis konstrukce:

1. bod K osové soumérny s bodem K podle pfimky AB

2. bod D osové soumérny s bodem D podle pfimky BC

3. bodv MaiV jako priseéiky pfimky K D s pfimkami AB a BC

4. draha KMND

Délka drahy KM ND je rovna délce pfepony K D v pravouhlém trojuhel-
niku K DL, kde L je prlse¢ik pfimek KK a DD:

\KL\ = 100cm 4-20cm = 120cm
\LD\ = \LC\ :\CD\ = f «200cm + 200cm = 360 cm
\KD\ = VIZOATSEP cm = 379,5cm

Reseni dlohy 172
Existuji dva trojuhelniky ABC, které maji dané vlastnosti:

V pfipadé I, kdy je Ghel j ostry a jeho kosinus kladny, vypocteme z pravo-
thlého trojahelniku APC
Va
5M7=T 5



odkud
cos7=\1- (5 5
Z kosinové véty pak
c= "a2+ &- 2abcos7 = \/269 - 208cm = 7,81 cm.

V pfipadé I, kdy je thel 7 tupy a jeho kosinus z&porny, postupné vypoc-

teme: 3

sin7 = sin (180° —7) = -

4

cos7 = 5

c=\/269 + 208cm = 21,84cm

Reseni ulohy 173
Existuji dvé moznosti vzajemné polohy obou kruznic:

V obou pfipadech plati (oznaceni viz obrazky):
\KC\ —y sin30° = x sin45°, odkud y = \i2x
\AC\ = x cos45° = \\/2x
\BC\ =y c0s30° = \VZy = [\/3 mV2x = \V§x

V pfipadé | plati
PriP P \AB\ = \AC\ + \BC\,
po dosazeni

10cm = I\/2x + |V 6X,

Shirka uloh
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odkud vypocteme

x=78TV5cm=5(/6~V2)cm’
y —\i2x —10(\/3 —I) cm.

V pripadé Il plati:
\AB\ = \BC\ - \AC\
10cm = ~\/6 x —i \fix

X = cm = 5(Vo + \/2)cm

v=\I2x =10("*+ 1) cm

7 Stereometrie

Reseni ulohy 191
Zavedme oznaceni podle obrazku:

L

Jelikoz stfedni roviny maji sklon 45°, je
\AKi\ = \KiK\ = \KE\ = \ \AB\ = 3in.
OznaCme 1j objem hranolu ABKDCL a Vo objem jehlanu ABKE. Plati:
Vi = \ «\AB\ m\KiK\ m\AD\ = (§ *63+12) m3- 108m3
V2= e\ ¢|AB| *|ATTAT| ¢i/i £] = (] *\ *6¢3¢3) m3- 9m3
Objem pidniho prostoru je
V =Vi-2v2= (108 - 2+9) m3= 90m3.

Shirka Uloh
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Redeni tlohy 192 I
Z rovnoramenného trojuhelniku XY S2,

v némz O je stfed zakladny XY, vypoc-

teme:

AXY\ = 2¢\XO\ = 2 «sin

Protoze pfimky S1S2 a A"Z jsou rovno-
bézné, je odchylka pfimek YZ a SiS>
stejna jako odchylka pfimek YZ a XZ
(viz obrazek).

Z pravouhlého trojahelniku XY Z wvy-
plyva:

_AXY\ 2rsin

5= \XZ\ v

Reseni alohy 193
Pravouhly trojahelnik X'Y'Y doplime na obdéinik X'Y'Y Z (viz obrazek).

Z trojuhelniku X X'Z dostaneme pomoci kosinové véty:
\XZV = \XX"\2+ \X'Z¥ - 2\XX'\ m\X'Z\ mos60° =
= (25+ 49 —2¢5¢7¢") cm2 = 39cm2

Pfimka ZY je kolma k pfimce ZX' a protoze je rovnobézna s pfim-
kou p, je kolma také k pfimce X X'. Proto je kolm& k roving X X'Z, tedy
i k pfimce ZX. Z pravothlého trojuhelniku XY Z pomoci Pythagorovy véty
vypocteme:

[X If =\YZe+ \XZ\¥= (192+ 39) cm2 = 400cm2

\XY\ =20cm

Shirka uloh
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Re3eni tlohy 194
Oznatme L patu kolmice sestrojené z vrcholu E k podstavné hrané AB
a K patu kolmice sestrojené z vrcholu E k podstavé ABCD (viz obrazek).

I 3cm G

Z pravouhlého trojuhelniku ALE vypocteme délku bo¢ni hrany AE:

\AL\ _§(|.4B|-|£E0) _ 4(16 -
1

_ 3)
\AE\ = cos 60° cos 60° cm= 13cm

Pro délku usecky AK plati:
\AK\ =\ {\AC\ - \EG\) = [(I6Vv/2-3Vv/2)cm= f~cm

Vysku v daného komolého jehlanu vypocteme z pravodhlého trojuhel-
niku AKE:

v =\KE\ = yAAEVR- |,4K|]2=\J169- » cm = fy/2 cm
Objem komolého jehlanu ABCDEFGH je:
V - zv(a2+ab+b2) = ~\/2(162+ 16-3+32) cm3 = cm3 = 959cm3

Reseni Glohy 195

Do kadinky s prifezem o obsahu tRqnaprsela voda o objemu -R*ho-

Do odmeérky s hornim préfezem o obsahu r,R{ proto naprsela voda o ob-
jemu -Rjho. Voda v odmérce zaujala tvar rotacniho kuzelu, jeho vysku
oznacime hi a polomér podstavy ri- Jelikoz

r _ R\
i
plati L. MR
n= -

a po dosazeni do rovnosti objemd
izRfhi —§=T¢)



dostaneme

odkud

Il = yJzhQ/{

Reseni ulohy 196

Stfed Zemé oznaCme S a misto,
v némz se nachazi balén, oznac-
me B. Bodem B vedme libovolnou
teCnu k povrchu Zemé, dotykovy
bod oznaéme T.

Na obrdzku je znazornén fez Zemé
rovinou BST.

a)

b)

Maximalni vzdalenost od ba-
I6nu, z niz je mozné z povrchu
Zemg baldn pozorovat, je rovna
délce x UseCky BT. VypoCi-
tdme ji pomoci Pythagorovy
véty z pravouhlého trojuhel-
niku BST:

X =Yyj(Rz +h)2- = y/2Rzh + h2=

—\/2 «6378 -2 + 4 km = 160 km
Zemsky povrch viditelny z balénu ma tvar kulového vrchliku. Jeho
vysku v vypocteme z pravouhlého trojahelniku BST pomoci Euklidovy
véty o odvésneé:

x2= (Rz-fh)eh+v)
2Rzh + h2 —Rzh + h~ {-Rzv 4+ hv
Rzh —v(Rz + /i)
Rzh
Rz +h

Obsah uvaZzovaného kulového vrchliku je:

Rlh 637822
= 2k

~7

Fiz ‘tti  Doio+ /

kut = 80 123km™.

2tRzv = 2x

Shirka Uloh
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a) Popis konstrukce Fezu (viz obrdzek):
prisecik O pfimek ML, VB
priseéik P pfimek AB, KO
prisecik Q primek DB, LP
prisecik N pfimek DV, QO
fez KOMN

o wpN R

b) Kolmym primétem pf¥imky RQ do roviny ABC je pfimka SQ. Proto
je odchylka rovin ABC a KLM rovna velikosti Ghlu a = <$SQR,
kde S je stfed podstavy ABCD daného jehlanu a R prliseéik pfimek NQ
a KM. Trojuhelniky APK a CLM jsou shodné, \CB\ =\BL\, proto
také |AE? = \BP\. Tedy trojuhelniky LBP a ABC jsou shodné podle
vety sus a \QB\ = \SB\. Velikost Ghlu a vypocteme z pravouhlého troj-
Uhelniku SQR:

K\sv\ 26 43012
I5Q1  2/513| yl2a V245 36 ~

a = 23°22'

tga =

Shirka Uloh
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a) Rezem &tyfsténu ABCD ro-
vinou a je trojuhelnik XYD.
jeho strana XY je rovno-
béznd s pfimkou AB. Pro-
toZze kolmym prdmétem bo-
du D do roviny ABC je té-
Zisté T trojuhelniku ABC,
plati T £ XY. OznaCme S
stfed Usecky AB (viz obra-
zek).
Trojuhelniky XYC a ABC
jsou podobné s koeficientem
podobnosti

k
" \SC\ 3’
proto
XYV =1em = i«.

Vyska z vrcholu D trojahelniku XYD je use¢ka TD, jeji délku vypoc-
teme z pravouhlého trojahelniku TCD:

\TD\ - y/ACD¥- |TCj2- (] .1"Sa)2= =\VZa
Obsah trojuhelniku XYD je
| «\XY\ m\TD\ = | «(fa) «(]V60) = |\/6a2

b) Oznatme Vj objem cCtyfsténu XYCD a V2 objem Ctyfsténu ABCD.
ProtoZe oba Ctyfstény maji stejnou vySku z vrcholu ZJ, plati

V; iv2-s, 1 5,
kde S1 je obsah trojahelniku XYC a £2 je obsah trojuhelniku ABC.
Plati -5'x: & = 4
S2 9’
proto
Vi :Vj=4:9

Reseni Glohy 199
Polomér dané koule ozna€me r. Jeji povrch je
S\ = 4nr2.

Délku strany Ctverce, ktery je osovym fezem uvazovaného rovnostranného
valce, ozna€me a (viz obrazek vlevo). Plati

a2+ a2 - (2r)2, tedy a2=2r2

Shirka Uloh
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Povrch vélce je

S2—2-k+(Ma)2+ 2ama m = |7ia2= *2r2= 3wu2.

Délku strany rovnostranného trojuhelniku, ktery je osovym fezem uvaZova-
ného rovnostranného kuzelu, oznaéme b (viz obrazek vpravo). Plati

("&)2=r2- (|r)2, tedy b2= 3r2.
Povrch kuZelu je

s3=u -(|6)2+7i-+b b= \nb2= 8§e3r2= |rir2.

Z vypoctenych hodnot vyplyva, Ze

yis\ B3 = \JAur2m\ry2 = 3nr2= S2.

Redeni dlohy 200

Na obrazku je fez daného kuZelu rovi-
nou ACE. ProtoZe rovina ACE obsahuje
osu kuzelu, je timto fezem rovnostranny
trojuhelnik, jehoz jednim vrcholem je vr-
chol V kuZelu, dalsi dva vrcholy jsou ozna-
Ceny X, Y. Vrcholy 4, C, E. G krychle
leZi 1a stranach trojahelniku XYV, stfe-
dem strany XY je stfed S podstavy da-
ného kuzelu.

Délku hrany krychle ABCDEFGH oznaéme a. Plati

\SY\ =1, |5V|=rV3 \CG\ =a \AC\=aV2 \SC\ = \aV\2
\CY\ =\SY\-\SC\=r-xaV2.



Z podobnych trojuhelnikd GCY a VSY postupné vypocCteme:

\GC\ _ \VS\

\CN - [5T]

a ryj3
r-\awvz2 r

a=r\J3—"aVe6
a(\/6 + 2) = 2ryJS

a=r\V3(\/6 —2)
a=r(3\/2- 2V3)

8 Analytickd geometrie

Reseni dlohy 223

Dany pravouhelnik oznatme ABCD,
Alz,y] necht je jeho vrchol lezici v prv-
nim kvadrantu, tj. z >0, y >0 (viz ob-
razek). ProtoZe bod A leZi na kruznici k
a obsah pravouhelniku ABCD je 48,
plati pro soufadnice x, y bodu A sou-
Casné

z2+ y2= 26,

(25) «(2y) = 48.

. . e 12 . p . -
Z druhé rovnice vyjadfime y —— , dosadime do prvni rovnice a postupné
dostaneme: X

x4 —26z2+ 144= 0
(z2)2—2622+ 144=10
(z2- 8)(z2- 18) =0
z =22 nebo z=3V2
Uloha ma dvé feSeni:
Ai[2Vv2, 3\V/2], 5i[-2>/2, 3\/2], Ci[-2\/2, -3>/2], Di[2V2, -3\/2];
A2[3V2, 2\/2], S2[-3\/2, 2\/2], C2[-3\/2, -2>/2], £2[3V2, - 2y/2]

Shirka dloh
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Reseni ulohy 224
Plati (viz obrazek):
D-A=C-D=b-a
D- X —(C X) +{D-C) =
~ —B) —(B —A) =
= -a-a—-fadkb
JelikoZ jsou trojuhelniky XYC a DYA podobné a \XC\ = MAD\, plati
*=Y-X= \{D-X) =H-|o+\b) - -|a+ \b.

Reseni ulohy 225

Protoze bod P nelezi na pfimce AB. méa kazda pfimka pozadovanych vlast-
nosti s UseCkou AB spolecny
pravé jeden bod, a protoze
rovnobéZka s osou y procha-
zejici bodem P Usecku AB
neprotina, lze kazdou tako-
vou pfimku vyjadfit rovnici
ve smérnicovém tvaru. VSech
pfimek poZadovanych vlast-
nosti je nekonec€né mnoho,
vytvareji ,svazek* pfimek -
Sest pFfimek tohoto svazku je
zakresleno na obréazku.

Zkoumejme, kdy ma pfimka y —kx + q poZadované vlastnosti.
Tato pfimka prochazi bodem P pravé tehdy, kdyz plati
—5=km8+q t. q= —38k—5.

Ma tedy rovnici y = kx —@K T 5). “
Zbyva zjistit, pro které hodnoty parametru k ma pfimka (*) spoleny bod
s Useckou AB.

Snadno vypocteme, Ze smérnice pfimky BP je —3 a smérnice pfimky AP
je — ,,Spojitému* zvétSovani smérnice k v rovnici (*) od hodnoty k —-3
po hodnotu k = — odpovidé otaeni proti sméru pohybu hodinovych ru-
Cicek kolem bodu P pfimky, kterd timto bodem prochazi, od poc¢atecni po-
lohy pfimky BP po koncovou polohu pfimku AP. Pfimka (*) mé proto
spole¢ny bod s UseCkou AB pravé tehdy, kdyz k E (—3, —2).
Parametricky systém rovnic vSech pfimek poZadovanych vlastnosti je

y = kx —(3AT5), A£ "3 ~\)m



Reseni ulohy 226

MnoZzina viech bod(l v prostoru, které maji stejnou vzdalenost od bodi
A a B. je rovina soumérnosti a UseCky AB. Tato rovina prochazi bo-
dem 5= |(T +B) = [0,1.3] a jejim normalovym vektorem je vektor
n=A—B —(2,2,4). Rovnice roviny a matvar 2x + 2y +\z +d =0, po
dosazeni souradnic bodu S vypocteme d = —14. Rovnice roviny a tedy je

2x+ 2y +4z- 14=0, po Gpravé x +y+2z-7 =0.
Nyni vypocéteme soufadnice prdseciku C pfimky p a roviny a:

@+t)+@+2)+2(—=2-i)- 7=0, odkud t=4
x=4-M=8 y=3T2(~11, z=-2-t=-6

Hledany bod je C7[8,11, —6], pficemz

\AC\ = >/(8 - 1)2+ (11 - 2)2+ (-6 - 5)2= V250.8

Reseni dlohy 227
a) Bod S je stfedem UseCek AB a EF,
proto R[10,0] a F[8,0]. Plati

b2 = a2 —e2,

kde a =0 a e = |Si?| =3, proto
b= 4, takZze C[5,4] a D[5, —4] (viz
obrazek).
b) Rovnice elipsy se stfedem 5[5,0], jejiz hlavni osou je osa x, vedlejsi osou
pfimka x = o, hlavni poloosa a = 5 a vedlejsi poloosa 6= 4, je
/ 2 , 2

J 55 —+ % = 1. po Gpravé 16.r2--25y2- 160x = 0.

c) Rovnice pfimky AC je y = |x, kaZda pfimka t s ni rovnobéZzna je dana
rovnici y = | x +g. Pro x-ovc soufadnice spoleénych bodl pfimky t
a dané elipsy plati

16x2 + 25 (|x m-g)~ —160x —0, neboli 32x2+ 4(q —4)x + 25¢2 = 0.

Pfimka t je te€nou elipsy pravé tehdy, kdyZ diskriminant posledni kvad-
ratické rovnice je roven nule, tj. 1600  [(q —4)2 —292] = 0, odkud vy-
poCteme q\ = 4(\/2 —I), g2= —4(\/2 + 1). Existuji dvé tecny t\, t2
dané elipsy, které maji poZzadované vlastnosti:

fi:y=|x-t-4(\/2 - 1), t2:y= |x-4(V" +1)



Reseni Glohy 228
a) Rovnici dane hyperboly upravime na stfedovy tvar:
Xx2—6x 4y2- 16y —11=0
(x- 3)2- 4y +2)2=14
(z~3)2_ (y+2)2 _

4 1
Stfedem hyperboly je bod S[3, —2], hlavni osa je rovnobézné s osou x,
hlavni poloosa: a=2
vedlejSi poloosa:  6- 1
excentricka: e=yla2+ b2=\/5
ohniska: EN3 - \/5, -2], F[3 + %5, -2]
vrcholy: All,- 2], £[5,-2]
Asymptoty dané hyperboly jsou pfimky o smérnicich =1 pro-

chazejici jejim stfedem. Rovnice asymptot:
y=hK  y=—~ix f

Hyperbola je zndzornéna na obrazku:

b) Bod T[5,i/0] lezi na dané hyperbole praveé tehdy, kdyz yo ——2, jde tedy
o vrchol hyperboly T[5, —2], Z pfimek prochazejicich bodem T maji
s danou hyperbolou spole€ny pravé jeden bod jednak tecna hyperboly
v bodé T, jednak pfimky rovnobézné s asymptotami. Rovnice téchto

primek: X =7, yzw':x-?, y= £x+’3'/
Reseni Glohy 229
Bod X[x,y] ma dvakrat vétsi vzdalenost od bodu A[0,0] neZz od bodu
£[6,0] praveé tehdy, kdyz:
V*2+y2=2y/{x- 6)2+y2
02(y2=4(x2—2x + 36 + y2'
3" —16& +y2+48=0



Hledané body jsou spole¢né body kruznice k: ar —16a +y2+48=10
a primky p. Z rovnice primky p vyjadfime
X —2y+4
a dosadime do rovnice kruznice k\
(2y + 4)2- 16(2y + 4) +y2+48=0
S5y2—16y = 0
y(v-f) =o
yi =0, y2= X
Xi =2-0+4=4 a2-2-~ +4=H1

Podminky dlohy spliuji pravé dva body, a to X\ [4,0], A2[", y-].

Reseni tlohy 230
a) Rovina a je urCena napfiklad bodem A[0,2,-1] a vektory
u—B A= (1,-1,2) a v- C- A—(4,43).
Pro normalovy vektor n= (a, b,c) roviny a plati
nmu=0 azarovei nmv=0.
Podminky a- b+2c=0 a 4a+46+3C=0
splfiuje napfiklad vektor n= (a, b,c) = (11,—5,—8). Obecnou rovnici
roviny a tedy mdZeme psat ve tvaru
1la: —by —8z + d = 0.
Z podminky A £ a vypoCteme d = 2,
Obecné rovnice roviny a je 1la —by —8z + 2= 0.
b) Aby ABCD byl rovnobéznik, musi platit D —A = C —B, tj.
D=A+(C- B)=1]02-1] + (3,5,1) = [3,7,0].

a\
u= B-A =(1,-1,2), W=C-B = (35,1).

Protoze
umv={B —A) m(C- B) r~i -3+ (-1) 5+ 2¢1= 0,
jsou vektory u= B —A a w=C - B navzaem kolmé a rovnobéznik
ABCD je pravouhelnik. Délky jeho stran jsou
\AB\ = \B-A\ =y/l +7+4 = \/6,
\BC\ =\C-B\ =79+ 25+ 1= 735,

Protoze \AB\ 7 |j5C|, jde o obdélnik; jeho obsah je

S =|AB\WBC\ = 76 «735=777.

Sbirka uloh
Matematika



Shirka Uloh
104 Matematika

Redeni dlohy 231
a) Bod A je prise¢ik pfimek p\ a «1, jeho soufadnice dostaneme vyfesenim

soustavy linearnich rovnic:

Xx—7y =20
2x+ y=15
X =ly
27y +y =15
y=m z=7

Vrcholem .4 je tedy bod .4[7,1].

Podobné vypoéteme soufadnice bodu C, ktery je prlseGikem p¥imek
p2auj. Vyjde C[5,5]

Pfimka 72, na niz lezi Ghlopficka BD. je kolm& k pfimce u\, ma
proto rovnici x —2y+c=0. Pfimka W2 déale prochazi stfedem
S ="M/1+ C) = [6,3] uvaZovaného kosoctverce, odkud vyjde c¢= 0.
Tedy WU2: x —2y = 0.

Bod B zjistime jako prisecik pfimek p\ a U2 a bod D jako prisecik
pfimek p2a U2- Vyjde ~[0,0], jD[12,6].

b) Obsah kosoétverce ABCD je

1(PC|-BX>|) -1 7 (5 -7)2+ (5- 1)2m\/122+ 62= 308

Reseni dlohy 232
a) Zvolime-li za parametr t Ciselnou hodnotu ¢asu v hodindch méfeného

od pocatku monitorovani, je parametrické vyjadreni obrazu drahy prvni
lodi X -A+tud - A)
neboli
x —10T 20i, y—IOi,

a parametrické vyjadreni obrazu drahy druhé lodi

X =B +t-(B'-B),
Cili

x — 180 —IOr, y =10+ 201
Lodé by se srazily, pokud by v nékterém Case t hodin byly ve stejném
misté, tj. kdyby soustava rovnic
10+ 201=180- 10i, 10Oi = 10+ 20t

méla feSeni. Z prvni rovnice vyjde t —-y, z druhé rovnice t ——1. Lodé
se proto nesrazi.

b) Vzdalenost obrazll lodi v ¢ase t hodin je

d = \j[(180 —IOi) - (10 + 200)]2+ [(10 + 201 - 10i]2mm =
10y/(17 —3F)2+ (1 + t)2mm = 10V/1012- 100i + 290 mm =
10V/10(i —5)2+ 40 mm



Tato vzdalenost je nejmensi. pokud t = 5, tedy za 5 hodin od pocatku
monitorovani.
Nejmensi vzdalenost obrazl lodi je

10VI0(5 —5)2+ 40 mm = 1040 mm = 63,25 mm.

ProtoZe pohyb lodi je na obrazovce znazoriiovan v méfitku 1 : 1000 000,
je nejmensi vzdalenost lodi

106 « 10\/40 mm = 63,25 km.

Reseni Glohy 233

a) Stfedem hyperboly h je bod S[0,150],
hlavni osa je rovnobéZzna s osou x, vedlejsi
osa je rovnobézna s osou y. hlavni poloosa
a = 24 (viz obrazek). Rovnice hyperboly h

je tedy
x2 _ {y- 150)2 _ 1
242 b2 '
ProtoZe na hyperbole h lezi bod M [25,171],
plati:
252 (171 - 150)2 _ 1
22 W
0 212-24 2
b= —p - =

Hyperbola h ma rovnici

X2  (y- 150) _ 1
242 22 T

b) Mame vypocitat x-ovou soufadnici bodu Ar[x,0], x > 0, leziciho na
hyperbole h. Plati pro ni:

242+ 502 = 3076

x = y/z 076 = 55,46

Vnéjsi polomér plasté véZe pfi zemi je pfiblizné 55,46 m.

Shirka dloh
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Reseni ulohy 245

a) Necht A je jev, Ze prvni student vytdhne obavanou otdzku. Pravdépo-
dobnost tohoto jevu je

b) Necht' B je jev, Ze druhy student vytahne obavanou otazku, jestlize jiz
jednu obavanou otazku vytéhl prvni student. Pravdépodobnost tohoto
jevu je 0

P(B) = 29 = °’103'

c) Necht Cje jev, Ze Ctvrty student vytahne obavanou otazku, jestlize pred
nim jeSté nikdo obavanou otdzku nevytahl. Pravdépodobnost tohoto
jevu je 4

P(C) = — = 0,148.
zZi

d) Necht Dje jev, Ze obavanou otazku vytahne aspon jeden z prvnich Ctyf
student(l. Opac¢ny jev D' je jev, Ze obavanou nevytahne ani jeden z nich.
Prvni student nevytahne obavanou otazku s pravdépodobnosti | |, druhy
student pak s pravdépodobnosti || atd. Proto

N _ . 26 25 24 23 _
P(D) = 1- P(D') =1 o7, 0, og+ 57 = 0454

Reseni tlohy 246

a) VSechny 4 stromy kazdého druhu maji byt zasazeny vzdy do stejné Fady.
TF¥i druhy strom( Ize rozmistit do t¥i fad 3!, tj. 6 zplsoby.

b) Tuto podminku nelze splnit. Kdyby sadar osazel dvé fady stromy stej-
ného druhu, zbyly by mu i do tfeti fady stromy stejného druhu.

¢) Jednu fadu lze vybrat tfemi zplsoby a do ni vZdy zasadit jeden ze tfi
druhl stromd, coZ dava 33 moznosti. Do zbyvajicich dvou fad Ize
v kazdém z téchto pFipadl (*) zplsoby zasadit stromy dalSiho druhu,
musime vSak vyloucit dva pfipady, kdy by vSechny ¢tyfi stromy tohoto
druhu byly v téZe fadé. Na stromy posledniho druhu zbudou vzdy po-
sledni Ctyfi mista. Téchto moznosti je tedy



d) Od poé&tu viech moZnych osazeni dvanacti mist tfemi étveficemi stromd,
kterych je (#) «(4), je tfeba odedist pocet pFipadl, kdy je aspofi jedna
fada osazena stromy stejného druhu. tj. vysledky z €asti a) aZ c). PocCet
moznosti tedy tentokrat je

34 032.

Reseni ulohy 247

a) Zkazdého vrcholu konvexniho n-thelniku ..vychazi“ (n —3) uhlopficek.
Seéteme-li poCty thlopfiek vychazejicich z jednotlivych vrcholl, dosta-
neme €islo n(n - 3), v némzZ je kazda Ghlopficka zapocitana dvakrat.
Pocet Ghlopficek v konvexnim n-Ghelniku je tedy \ji(n —3).

b) Podty stran danych mnohoUhelnikl ozname man.Z podminek zadani
dostaneme s vyuzitim vysledku z ¢asti a) pro m a n soustavu rovnic

m+n = 14,
| m(m —3) + *n(n —3) = 29.

Jestlize z prvni rovnice vyjadfime m = 14— a dosadime do druhé
rovnice, ziskdme po Upravé kvadratickou rovnici

n2—14n -f 48

01

kterd ma kofeny ni = 8, n2= 6. Pro ni = 8 vyjde mi = 6, pro n2= 6
vyjde m2—8.
Jedna se o Sestithelnik a osmidhelnik.

Reseni ulohy 248
a) Primeérna cena 1kg mrazeného kufete je
59,9 + 59,9 + 56.9 + 56,9 4-59,9 -I- 55,9 + 58,9 4- 58,9
8

Priimérna cena 1kg poli¢anu je 196 K¢.
Primérna cena 1 litru polotuéného mléka je 11,45 K¢.

b) Ceny 1kg poli¢anu srovndme podle velikosti:
159 K¢, 183 K¢, 185 KE, 199 KE, 209 KE, 209 K¢, 209 K¢, 215 K¢
Median je ~(199 + 209) K¢, tj. 204 K¢&.
Modus je 209 K¢.
c) Nejlevnéji nakoupime v prodejné F, kde jsou nejlevnéjsi vSechny tfi
druhy zbozi.

K¢ —58,40 KC.
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Reseni Glohy 249

PFi hodu dvéma kostkami existuje 62 = 36 rliznych mozZnosti, pro pravé
6 z nich je uvazovany souet roven 7 (7 =6+ | = I+ 6=5+2=2+5—
=4+ 3= 3+4). Proto 6 1

a=3=6"

Pro vybér dvou karet z 32 je (y2 moznosti, pfi 4 «(!) z nich dostaneme
2 karty téze barvy. Proto

'32\ 3
Mezi vSemi devadesati dvojcifernymi Cisly je pravé —3 = 22 Cisel déli-
telnych Ctyfmi, proto 2 H
C* 90 ~ 45
Plati | < 3 < proto a<b<c

Reseni alohy 250
a) Aritmeticky prdimér pdvodnich hodnot:
X\ + X2+ ... + X\omo
iooo
Aritmeticky primér zvétSenych hodnot:

(Xi +5)+ (X2+5) + ... + (xi oo+ 5)

1000 «“
24+ X2+ ese+ X\00  1000-5 _ Xi + x2+ ... + Xiow
1000 1000 ~ ~ 1000

Aritmeticky prdmér se zvétsi o 5.
b) Median pdvodnich hodnot:

="500 A 3-501

2
Median zvétSenych hodnot:

(S0 + 5) + (XS0L+ 5)  XE0+ £501 , K
2 —— 22— 40

Medién se zvétsi o 5.
c) Jestlize nejvétsi Cetnost méla plivodné hodnota znaku x pro urdité jed-

notky, pak po zvétSeni viech hodnot o 5 bude mit nejvétsi Cetnost (stej-
nou) opét hodnota znaku x pro tytéZ jednotky - tato hodnota vSak bude
0 5 vétsi.

Modus se zvétsi o 5.



d) Plvodni aritmeticky prdmér oznaéme x.
Plivodni smérodatna odchylka:

1 1000
\ i=i
Nova smérodatna odchylka:
1 oo 1000
Arool £ [(G+5) @+5)]2'" rood g (Xi-*)2

Smérodatna odchylka se nezméni.

Shirka dloh
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